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第 四 版 前 言 


Od OO Od Oe Od OO 
ee OO OO 


本 书 自 1979 年 出 版 发 行 以 来 ,历经 30 多 个 春秋 ,一 直 畅 销 不 衰 , 深 得 
读者 厚爱 。 在 郭 大 多 教授 的 帮助 和 指导 下 ,对 全 书 我 不 断 地 修订 和 补充 ， 
不 断 地 修正 错误 ,不 断 地 替换 更 为 简洁 的 解法 和 证 明 , 力 求 本 书 一 直 保 持 
其 先进 性 完整 性 和 准确 性 ,以 求 对 读者 的 高 度 责任 感 。 读 者 通过 学 习 该 
书 ,对 掌握 数学 分 析 的 基本 知识 基础 理论 和 基本 技能 的 训练 ,感到 获 益 
菲 浅 ,赞誉 其 为 学 习 数 学 分 析 “ 不 可 替代 ”之 图 书 ,对 此 我 们 倍 感 欣慰 , 笑 
策 我 们 为 读者 作出 更 多 的 奉献 。 

这 次 受 山东 科学 技术 出 版 社 的 约请 ,并 得 到 郭 大 钧 教授 的 大 力 支持 ， 
仍 由 我 负责 全 蔬 第 四 版 的 修订 `\ 增 补 和 校 阅 工作 ,以 适应 文化 建设 繁荣 发 
展 的 需要 ,更 加 激发 全 国 广大 读者 的 强烈 求知 欲 。 具 体 主要 做 了 以 下 几 
方面 的 工作 : 

第 一 ,为 全 书 4462 题 中 的 近 三 成 的 习题 ,根据 题 型 的 不 同 ,在 原 题解 
的 前 面 , 分 别 或 给 出 提示 ,或 给 出 解 题 思 路 ,或 给 出 证 明和 思路 。 喜 图 启发 
读者 怎样 分 析 该 题 ,怎样 下 手 求解 ; 启发 读者 怎样 总 结 解 题 的 规律 ;启发 
读者 怎样 正确 使 用 有 关 的 数学 公式 、 概 念 和 理论 ,开拓 视野 ,活跃 思路 ;大 
助 读者 逐步 解决 学 习 中 的 困难 ,为 他 们 在 学 习 过 程 中 提供 一 个 良师益友 。 
这 是 本 次 修订 的 主要 工作 。 

第 二 ,根据 当前 的 语言 习惯 ,对 全 书 的 文字 作 了 较 多 的 润色 ,使 其 表 
述 更 加 准确 ,更 加 简洁 凝练 。 

第 三 ,改正 了 第 三 版 中 的 个 别 印刷 错误 ,修正 了 函数 图 像 中 的 个 别 问 
题 和 个 别 习题 的 答案 。 

第 四 ,根据 国家 相关 标准 ,规范 了 有 关 术 语 和 数学 式 子 的 表达 ;并 对 
全 书 使 用 的 外 国人 名 ,按照 现在 的 标准 或 通用 译 法 重新 翻译 人 名 ,以 求 统 
一 标准 。 

第 五 ,对 全 书 的 版 面 和 开本 重新 进行 了 调整 ,使 其 更 富有 时 代 的 色 
彩 。 

我 们 申 切 期 望 使 用 本 书 的 读者 ,懂得 只 有 通过 个 人 的 独立 思考 ,加 上 
勤学 苦 练 才能 取得 成 功 , "只 看 不 练 假 把 式 ,数学 的 学 习 是 在 个 人 的 独立 
解 题 中 逐步 弄 民有 关 的 概念 公式 和 理论 的 ,我 们 编写 本 书 ,就 是 希望 能 
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对 数学 分 析 课 程 的 学 习 起 到 一 个 抛砖引玉 的 作用 。 读 者 使 用 本 书 最 好 是 
不 要 先 看 题解 ,更 不 要 查抄 解答 和 答案 ,而 是 自己 先 对 照 教 材 中 的 有 天 概 
念 ` 公 式 和 理论 独立 进行 思考 ,必要 时 可 参照 书 中 的 提示 、 解 题 思 路 或 证 
明 电路 独立 完成 解 题 ,然后 再 查看 书 中 是 怎 桂 解 答 的 ,比较 自己 的 解答 和 
书 中 解答 的 异同 ,从 中 找 出 差距 , 找 出 自己 的 问题 所 在 ,甚至 找 出 书 中 解 
答 的 的 错误 和 不 足 之 处 ,进而 找到 更 为 简洁 的 解答 。 只 有 这 样 才能 提高 
自己 的 思维 能 力 和 创造 才能 ,任何 削弱 独立 思考 的 做 法 都 是 违背 我 们 出 
版 本 书 的 初衷 的 。 
山东 科学 技术 出 版 社 关 秀 锦 、 宋 德 万 、 胡 新 莹 等 老 一 代 资 深 编 辑 为 本 
书 前 三 版 的 出 版 和 发 行 付 出 了 艰 玫 努力 ,责任 编辑 宋 涛 为 本 书 第 四 版 怎 
样 提高 质量 倾注 了 不 少 心血 ,在 此 我 们 一 并 表示 感谢 。 同 时 感谢 山东 大 
学 山东 师范 大 学 等 兄弟 学 校对 本 书 出 版 的 支持 。 感 澳 社 
同仁 对 本 书 的 支持 。 虽 然 历经 30 余年 的 反复 修订 , 面 对 如 此 庞大 
a 
和 广大 读者 批评 指正 ,不 胜 感激 ,并 在 新 版 中 改正 。 


费 定 晕 
2012 年 5 月 于 南昌 华东 交通 大 学 


吉米 多 维 奇 (E. II. 机 EMHTOBHU) 著 《数学 分 析 习 题 集 》 一 蔬 的 中 
译本 , 自 50 年 代 初 在 我 国 翻 译 出 版 以 来 ,引起 了 全 国 各 大 专 院 校 广大 师 
生 的 巨大 反响 。 凡 从 事 数 学 分 析 教 学 的 师 生 , 常 以 试 解 该 习题 集中 的 习 
题 , 作 为 检验 掌握 数学 分 析 基 本 知识 和 基本 技能 的 一 项 重要 手段 。 二 十 
多 年 来 ,对 我 国 数学 分 析 的 教学 工作 是 其 为 有 益 的 。 

该 书 四 干 多 道 习题 ,数量 多 ,内 容 丰 富 ,由 浅 入 深 , 部 分 题目 难度 大 。 
涉及 的 内 容 有 六 数 与 极限 ,一 元 加 数 微分 学 ,不定 积分 , 定 积 分 ,级 数 ,多 
元 国 数 微分 学 , 带 参 数 的 积分 以 及 多 重 积分 与 曲线 积分 ` 曲 面积 分 等 等 ， 
概括 了 数学 分 析 的 全 部 主题 。 当 前 ,我 国 广大 读者 ,特别 是 肯 于 刻苦 自学 
的 广大 数学 爱好 者 ,在 为 四 个 现代 化 而 勤奋 学 习 的 热潮 中 ,人 迫切 需要 对 一 
些 疑 难 习 题 有 一 个 较 明确 的 回答 。 有 鉴于 此 ,我 们 特约 作者 ,将 全 书 4462 
题 的 所 有 解答 汇 辑 成 书 , 共 分 六 册 出 版 。 本 书 可 以 作为 高 等 院 校 的 教学 
参考 用 书 ,同时 也 可 作为 广大 读者 在 自学 微 积分 过 程 中 的 参考 用 书 。 

众所周知 , 原 习 题 集 , 题 多 难度 大 ,其 中 不 少 习 题 如 果 认 真 习作 的 话 ， 
既 可 以 深刻 地 巩固 我 们 所 学 到 的 基本 概念 ,又 可 以 有 效 地 提高 我 们 的 运 
算 能 力 ,特别 是 有 些 难题 还 可 以 迫使 我 们 学 会 综合 分 析 的 思维 方法 。 正 
由 于 这 样 ,我 们 筷 切 期 望 初 学 数学 分 析 的 青年 读者 ,一 定 要 刻苦 钻研 , 干 
万 不 要 轻易 查抄 本 书 的 解答 ,因为 任何 削弱 独立 思索 的 作法 ,都 是 违背 我 
们 出 版 此 书 的 本 意 。 何 况 所 作 解 答 并 非 一 定 标准 , 仅 作 参考 而 已 。 如 有 
某 些 误解 、 差 错 也 在 所 难免 ,一 经 发 觉 , 妨 请 指正 ,不 胜 感 谢 。 

本 书 蒙 潘 承 洞 教授 对 部 分 难题 进行 了 审 校 。 特 请 郭 大 钧 教授 、 邵 品 
院 教 授 对 全 书 作 了 重要 仔细 的 审 校 。 其 中 相当 数量 的 难度 大 的 题 ,都 是 
郭 大 钧 、 邵 品 琼 洒 自作 的 解答 。 

参加 本 册 审 校 工作 的 还 有 刘 一 鸣 同 志 。 

参加 编 演 工作 的 还 有 黄 春 朝 同 志 。 

本 书 在 编审 过 程 中 ,还 得 到 山东 大 学 、 山 东 工 学 院 、 山 东 师 范 学 院 和 
曲阜 师范 学 院 的 领导 和 同志 们 的 大 力 支 持 , 特 在 此 一 并 致谢 。 
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第 二 章 


§1. 显 函 数 的 导数 


1] ”导数 的 定义 若 z 及 zi 一 z 十 4Az 为 自 变 量 的 值 , 则 差 
Ay= f(z+Azx)— f(r) 
称 为 函数 > 一 A(z) 在 闭 区 间 [z,zi] 上 的 增 重 . 表达 式 
y =f (Cr) 一 Im 人 (1) 

车 有 意义 , 则 称 为 导数 ,而 函数 f(x) 本 身 在 此 情形 下 称 为 可 微 函 数 . 

导数 f (z) 在 几何 上 是 函数 y= 二 f(z) 的 图 像 在 = 点 切线 的 斜率 [tana 二 f(z)]( 图 2.1). 

2” 求 导数 的 基本 法 则 ” 若 c 为 常数 且 函 数 w = 二 wz), v=v(x)， w=tw(x) 
都 有 导数 , 则 

(1) c=0; 

(3) (uv—w) =wu ty —w,; 


(2) (cu)’ 一 ce 


(4) (uv)’ 一 wo 十 au; 
7 1 

(3) ( 世 ) = 生生 于 (v0); (6) (wr) 二 nw-1w (n 为 常数 ); 

(7) 车 函数 y= Fo 及 u 二 q(x) 都 有 导数 , 则 y’ 一 ylu'. 

3” 基 本 公式 ” 若 z 为 自 变 量 *, 则 


工 .(z?) 二 nz”!1(n 为 常数 ); 1. (sinx)’ =cosxz; 
HH. (cosz) 一 一 sinz; N. (tanz)' 一 -二 ; 
cos:x 
7 1 : 7 1 
V. (cotr)’ 一 一 -一 一 3 如 ，(arcsinz) 一 
sin:x 1— 2 
奸 . (arccosz) 二 一 1 ; 婧 . (arctanz)’—=— 1 —, 
1 一 2 1 十 z 
区 . (Carecotrm)' 一 一 [下 到， X (ar) 一 arlna (a>0); er) 一 er 
.Cogsr)’ = Ca>0l azDidnr)’ = NM. (shz)’ 一 chzi 
Trina TT 
XL. (chxr)’= shz; XN. (thz)’ =—; 
ch 工 


_1 
sh2x 


4 单 便 导 数 ”表达 式 


f (1)= lim (Cz 十 Az) 一 护 z) ， CD lim f(zx+Az)— f(x) 
0 AZ Ar-=+0 Ar 


XV. (cothz) 一 一 


分 别称 为 函数 F(z)? 在 点 的 左 导 数 和 右 导 数 . 


* 在 本 章 基本 公式 及 习题 解答 的 叙述 过 程 中 ,一 些 明 显 的 定义 域 要 求 ,例如 ,本 节 公式 V 中 要 求 x 关 kx(k 为 整数 ) ,VI 
中 要 求 | x| <1 等 等 . 以 及 例如 尔后 8 5 中 相应 的 限制 ,一 般 地 就 不 再 一 一 声明 . 
《题解 》 作 者 注 


1 


导数 f(x) 存 在 的 充分 必要 条 件 是 
fo (r= (xz). 
5” 无 穷 导 数 ” 若 函数 f(x) 在 点 x 连续 , 且 
lim Lz+Az)— f(x) 


Ar-=0 Ax 
则 称 函 数 /zz) 在 点 过 有 无 穷 导数 . 在 此 种 情形 下 ,函数 y= f(x) 的 图 像 在 xz 点 的 切线 与 Oxr 轴 垂 直 . 
【821】 若 z 由 1 变 到 1000, 求 自 变 量 x 的 增 量 Az 和 函数 > 一 lgz 的 相应 增 量 Ay. 
解 Azr=1000 一 1=999; Ay=lg1000 一 lgl=3. 


【822】 若 x 由 0.01 变 到 0.001, 求 自 变量 z 的 增 量 Az 和 函数 y 一 点 的 相应 增 量 Ay. 


Co 


1 1 
(0. 001) (0.01)? 


【823】〗 设 :(1) > 一 az 十 56; (2) y 一 azz 十 bz 十 cj; (3) 2 一 4 . 若 变量 x 的 增 量 为 Ax , 求 增 量 Ay. 
解 (1) Ay 王 [Laz 十 aAz) 十 拉 一 [az 十 站 一 acAz; 
(2) Ay=[a(zrt+Az)?+6(zrt+Az) +e] [ar tbrt+el= (2arthArta(Ar)’; 
(3) Ay=a” Sa’=a’ (a 一 1). 
【824】 证 明 :(1) A[ f(x)+g(x)]==Af(z) 十 Ag(z); 
(2) ALFCz)g(Cz)]= 一 &(z 十 Az)AFCz) 十 7Cz)Ag(Cz)， 
提示 。 由 增 量 的 定义 ,命题 即 获 证 . 
证 (1) ALfC(z)+elr)]=[f (zt+Ar)+g(rt+Ar)]— [f(r) + g(r)] 
=[f(zt+Az)~— f(r) [grtAr)— g(x)]=Af(z) 十 Ag(z)， 
于 是 ， ALf(x)+g(zx)]=Af(x)+Ag(x); 
(2) ALfC(x)g Cz)]= [Lf (r+Ar) g(rtAr)]— [fr) g(r)] 
一 [flz+Az)— f(x)Jg (rtAr)+[g(ztAr) — g(r) f(r) 
=Af(zx)g(rt+Azr)+Ag(r) f(r), 
于 是 ,AL f(x) 8(7)]=g(r+AzAf (zr) + f(r)Ag(z). 
同样 ,我 们 还 可 将 (2) 的 结果 写成 ALf(x)g Cr)]= f(x+Ar)Ag(r) +g Af). 
【825】 过 曲线 ?> 一己 上 的 二 点 A(2,4) 和 4'(2 十 Az,4 十 Ay) 引 割 线 AA’, 求 此 基线 的 斜率 , 设 ， 
(1) Ar 一 1; (2) Ax 一 0.1; (3) Ar 一 0.01; (4) Az 为 任意 小 量 . 
在 该 曲线 上 A 点 的 切线 的 斜率 等 于 什么 ? 


解 割 线 AA' 的 斜率 kw 一 人 二 42) 一 4 一 4 十 Ar， 


x 


二 990000. 


解 Ax==0.001 一 0.01 一 一 0.009; Ay 一 


(1) kaa'=5; (2) kaa'=4.1; (3) kaa’—=4.01; (4) Au 一 4 十 Az. 

于 是 ,在 A 点 的 切线 斜率 为 
ka= lim ka = lim(4+Axz)=4. 
AA Ar 一 0 

【826】 利用 函数 y==x’ 把 Ox 轴 上 的 线段 1 之 + 过 1 十 映射 到 Oy 轴 上 . 求 其 平均 伸 长 系数 . 设 ; 

(1) h=0.1; (2) h=0.01; (3) h=0,001, 
计算 此 系数 的 值 . 当 z=1 时 伸 长 的 系数 等 于 什么 ? 

7_ (Th) 一 13 2 

解 ”平均 伸 长 系数 全 一 一 3 十 3j 十 昭 ， 

(1) /一 3 十 3(0.1) 十 (0. 1)2 一 3. 31; 

(2) /一 3 十 3(0.01) 十 (0.01 ?一 3.0301; 

(3) /一 3 十 3(0. 001) 十 (0. 001)2 一 3. 003001. 

< 一 1 he0 


【8273 动 点 沿 Oz 轴 运 动 的 规律 由 下 式 给 出 
Z 一 10: 十 52 ， 


式 中 上 以 s( 秒 ) 计 的 时 间 ,z 为 以 m( 米 ) 计 的 距离 . 求 在 20 志 t 志 20 十 At 时 间 内 运动 的 平均 速度 . 设 : 
(1)At=1; (2)At=0.1; (3)At 一 0.01， 
计算 此 速度 的 值 . 当 :一 20 时 运动 的 速度 等 于 什么 ? 


解 ”平均 速度 
一 {[10(20 十 AD 十 5(20 十 AD? 一 [10X20 十 5X202]) 二 At 一 210 十 5At (m/s)， 


(1) v 一 210 十 5X1 一 215 (m/s); 
(2) v=210.5 (m/s); 
(3) v=210.05 (m/s). 
于 是 ,v =lim(210 十 5A2) = 二 210 (m/s). 
1=20 Nr*0 


【828] 根据 导数 的 定义 ,直接 求 下 列 函 数 的 导数 ， 


(Dx? (2 7 C3) 二， oes (5)YF, 
(6)tanr; (7)cotx; (8)arcsinz; (9)arccosz; (10)arctanx. 
解 (1) y=x?， 


Ay_ (z+Azr):—zr: 
A A 2z 十 Az. 


于 是 ,y= lim 人 Y= lim(2x+Ax) =27. 
Ar_0AT Ar 一 0 
(2) y 一 z ， 
3 3 
-AD 一 一 3z 十 3zAz 十 (Az)t ， 
于 是 ,y = lim Ay— lim[3z2? 十 3zAz 十 (Az)2] 一 3z2， 
Ar*-0 AT Ar=0 


1 


1 1 
Ay_ztAr xz_ 1 
Ax Azx zx(Azr 二 xz)" 


lim Yim 1 1 1 
于 是 ,7 = lim A lim Z(AZz 十 工 ) ] xz? 


ar 一 0 OT Ar 一 0 


(4) y 一 Vz， 
Ay_ VvVz 十 Ar 一 Zr 1 
Ax AZ WZ 二 AZz 十 Vz 
/i 1 1 
于 是 ,ylim 一 -1 co 
> ar /TFAZ Yi 2Vz 一 
(5) y=Yz, 
Ay 以 工 十 Az 一 1 
Ax Ax VzTAz) + YrTFAr) + Ye 


(Xx 区 0). 


于 是 ,y= lim 人 = lim = 1 3 一 一 1 
ao a+0 V(rFAz) + Vr(rtAz) + Vr 3 Vr 


(6) y= tanz, 


tanz 十 tanAz _ t 
Ay_ tan(x+Az)—tanr 1 一 tanztanAZ an _ _tanAz(]1 十 tan2z) _ tanAzsec2 工 


Az Ar Ax Az(1 一 tanztanAz) Azx(l—tanrtanAxr)’ 


tanAzsecz 工 
于 是 ,y 一 im 和 2 = lim A (1 一 tanztanAz) 


一 secz 一 一 (z 天 (2 一 1) 开 ;一 0, 士 1, 士 2 ) 
OS 工 2 
(7) y 一 cotz， 


cotxzcotAz 一 1 


Ay cot(Cz 十 Az) 一 cotz cotz 十 cotAz cotz 一 1 一 cottz _ CSc2 六 
Ar Az Az Ax (cotzr cotAx) Axr(cotzt cotAr)” 
一 一 csc x 2 1 kr; 上 一 0, 土 1, 土 2，…). 
于 是 ,y lim 乱 一 limAarteotr cotaz) SC 区 Sin2 工 (z 和 An; 一 
(8) y=arcsinx, 
Ay arcsin(z++ Ax) —arcsinx_ arcsin[ (x+Ax) Vl—zx:— Vl—(zxi+Axr): xz] 
Az Az AZ 
_ arcsin[ (zx 十 Az) V1l—x: —x V1l— (xrAxr)’* |] , (z+Ax)V 1 一 妇 一 工 V 1 一 (z 十 Az) 
(z 十 Az) V1l—x ~—x Vl— (zi+Ar)’ Ar 
arcsint , (x+Ax) V1—7x x V1— (z+Ar)’ 
t Ax 
_arcsint 。 27z 十 Az 


(z 二 Ar) Vi 一 过 十 rz VI—(rFAz 


式 中 t= (x 二 Az) V1 一 x 一 x V1 一 (x 十 Ax)* ' 从 而 , limt 王 0. 
Ar 


Ay 27z 十 Az arcsint 1 
于 是 ，y 一 lim 估 一 jin 一 一 一 一 lim2rcsx 一 -一 一 (|z|<1)， 
sr“0AT aiCz 二 Ar) VI +x V1 一 (z 十 Az) 一 ft 1 一 区: | | 
其 中 lim arcsint =lim-=1., 
1—*0 u0 SINU 


(9) y 一 arccosz， 


4y arccos(z 十 4Az) 一 arccosz arcsinL(z w1 一 (z 十 Az 交 7) 一 (z 十 Az) V1l—zx’ | 
Ax AXx 


arcsint . 一 (2z 十 Az) 
上 (z+Az) Vl—r +r vl—(rtAr)’ ” 


式 中 := (z 十 Az) V1 一 x 一 x V1 一 (x 十 Ax)? ,从 而 ,limz 一 0， 
Ar-r0 


于 是 ,y 一 lim22 一 (2z 十 Az) arcsint _ 1 


lim————— 二 一 《 <<1) 
aroQZ CTAD V1 一 三 十 z VIi—(xtAz)y ~ 1 1 一 工 1z| 
(10) y=arctanx, 
arctan A arctan A 
Ay_ arctan(Z 十 Az) 一 arctanz _ 1 十 zCz 十 Az) _ 1 十 z(Cz 十 Az) ， 1 
Ax Ar Az Ax 1 二 x(zr+Ar)' 
IT 十 .rz 十 Az) 
arctan A 
/Ay 1. 1 十 zCz 十 4Az) ， 1 __1 
于 是 ， > limar 二 | Ax is 让， 
1 十 z(z 十 Az) 


其 中 利用 lim arctan 一 lim_&_ 一 1. 


xftanR 
【8s29】 了 Do f'0),f'(2) 和 fC3). 
解 ” 广 (z) 一 (z 一 2)2(z 一 3)3 十 2(z 一 1)(z 一 2)(z 一 3)3 十 3(z 一 1)(Cz 一 2)2(x 一 3)2 
一 2(z 一 2)(z 一 3)2(3z2 一 11z 十 9). 
于 是 ,f'(1)= 一 8; ff '(2)=f’(3)=0. 


【830】 设 f(zx) 一 x?sin(x 一 2), 求 (2). 
解 f'(x)==2xsin(x 一 2) 十 x?cos(x 一 2). 于 是 ,f'(2)=4. 


4 


[831] 设 f(x) 二 zx 十 (x 一 1)arcsin 和 /= 半 了 ' 求 三 (1). 


提示 从 导数 定义 出 发 ， 易 得 大 GD) 一 1 十 到 
解 解法 1: 若 用 复合 函数 求 导 法 ,可 得 


/ ， 工 并 一 1 
f (zx)=1+arcsin /z+41 Ta 


元 
1+ 


1 
V2 
解法 2: 若 按 定义 作 ,注意 到 当 z= 二 1 时， 


Ay_ 、 1 十 Az 
A 1 十 arcsinA/ 3 十 2 ， 


1 十 Az 1 一 工 
一 1 十 一 . 
娃 生 ) + 4 


于 是 ,ff (1)= 二 1 十 arcsin 


即 得 


f(D = tim = lim (1+aresin 
【832】 设 函 数 f(z) 在 a 点 可 微 , 求 lm 站 全 一 站 2. 


解 设 A+ 二 x 一 a, 则 当 Xa 时 ,Ax 一 0. 于 是 ,得 
im -A lim{ +AT)— f(a) 
zx— 


za Ar 一 a Ax 


一 太 (oa)， 


【833】 证 明 : 若 函数 f(z) 可 微 及 为 正 整 数 , 则 
lima| f (z+ ) -fr |=/ "(2). (1) 
反之 , 若 对 于 函数 f(x) 有 极限 (1) 存 在 , 则 可 否 断 定 此 函数 有 导数 ? 研究 狄 利克 雷 函 数 的 例子 (参阅 第 
一 章 734 题 ). 
提示 “由 导数 定义 易 证 (1) 式 成 立 . 然 其 逆 不 成 立 ,可 研究 734 题 所 示 的 狐 利 克 雷 函数 X(): 


1， 工 为 有 理 数 ， 
zc 一 | 
0， 垃 为 无 理 数 . 


[f(z+i)—fcw | 


证 limz| r(z+ 工 ) 一 Fez) |=lim =/ Cz). 
mn 
反之 ,就 不 一 定 对 了 . 例如 ,对 于 狄 利 克 雷 函数 
1， xz 为 有 理 数 ， 
xD 一 | 
0， Z 为 无 理 数 


在 任 一 有 理 点 是 不 连续 的 ,当然 其 导数 也 不 存在 .但 由 于 z 十 十 仍 为 有 理 数 , 故 当 工 为 有 理 数 时 ， 
x(z+ 二 ) 一 x(mD 一 1 一 1 一 0， 
从 而 ,极限 (Dlimn[x(z 十 士 ) 一 x(z) | 一 0 存在. 
利用 导数 表 , 求 下 列 函数 的 导数 : 
【834】 y 一 2 十 z 一 也 . 
间 y(0); (去 ); yD; y( 一 10) 等 于 什么 ? 
解 ”由 于 y(z) 一 1 一 2z, 故 得 


yY(O0=1 y()=0; yD=-1l; y( 一 10) 一 21. 


3 2 
【835】 ?一 汪 十 河 一 2x. 当 z 为 何 值 时 ， 


(1) y (x)=0; (2) y (xz)=—2; (3) y (xz)=10? 

提示 先 求 出 y (zx) 二 zx? 十 一 2, 再 利用 所 给 条 件 解 方 程 , 即 得 所 要 求 的 工 值 . 
解 y (x) 一 zx? 十 x 一 2. 

(1) 令 y(z)==0, 得 x 十 x 一 2 二 0. 于 是 ,z+ 二 一 2 或 xz 二 1; 

(2) 令 y(r) 二 一 2, 得 x 十 z==0. 于 是 ,x 二 一 1 或 z=0; 

(3) 令 y (zx) 一 10, 得 x 十 x 一 12 二 0. 于 是 ,x 一 一 4 或 +==3. 

【836】 y=a’+5a’ rx. 

解 y 一 10asz 一 5x4， 


__ az 十 
【837} oF: 
/ro a 
解 > atpb: 


【838】〗】 y= (xr—a)(r—b). 

解 y= 二 zx 一 a 十 xz 一 b 二 2x 一 a 一 4b. 

【839】 > 一 (z 十 1)(z 十 2)2(Zz 十 3)3. 

解 y= 二 (x 十 2)? (x 十 3)? 十 2(x 十 1)(zx 十 2)(zx 十 3)? 十 3Cx 十 1) (zx 十 2)? (x 十 3)? 
一 (x 十 2) (zx 十 3)?[(x 十 2) (zx 十 3) 十 2(x 十 1) (x 十 3) 十 3Czx 十 1) (zx 十 2)] 
一 2(z 十 2)(z 十 3)2(3z2 十 11z 十 9). 


【840】 y= (xsing cosa) (xcosa— sina). 


解 y 一 sina(zcosa 一 sina) 十 cosa(zsinae 十 cosae) 一 zsin2a 十 cos2a. 
【841】 y= (Tnzr”) (mr’). 
解 y= 二 mnz” 1(1 十 mx”) 十 mnzx” 1(1 十 nx”*) 二 mn[x” 1! 十 xz"! 十 (m 十 n)x"+" 1]。 
{1842 y=01—x)(— zx) (1x). 
解 y= 一 (1 一 x2)?(1 一 223) 一 4x(1 一 (1 一 x)(l~z) 9 (lr) (1 x)? 
(1 一 zx)2(1 一 xz2)(1 一 z3)2(1 十 6z 十 15z2 十 14z3) 
二 一 (1 一 x)3(1 十 zx)(1 十 2x) (1 十 4x 十 ?7x?)(1 十 x 十 zx? 7)2 。 


1 2 3 
【843】 ?一 元 十 未 十 二 


7/ 1 4 9 
解 yy 一 一 ( 喜 + 训 + 训 ) 《zz0). 


a pb 
了 
【844】 证 明 , 公 式 ( 和 从 4) 一直 


提示 利用 商 的 求 导 法 则 及 行列 式 的 定义 . 


a Db 
证 (经 芭 ) 一 2 十 d) egz 二 的 44 一 be 一 54. 这 里 已 暗 设 cx 十 d 关 0. 
求 下 列 函 数 的 导数 : 
[845] y= 
解 y 一 2 二 和 一 2 二 和 (|z| 关 17)， 
【s46] y= 三. 


_ 201 一 27z) 
解 由 于 > 一 2 Tr 1 故 y 一 0 于 2)2° 


工 


[847] ?一 0 一 50 二 本 7 
(1 一 z)2(1 十 z)3 一 z[3(1 十 z)2(1 一 芝 )2 一 2(] 一 zZ)(1 十 z)3] 1—x+tir’ C|z| 天 1)， 


解 > 一 (1—z) (lx) (17 IF)’ 
(2 一 好)(3 一 z3) 
【83481 > 一 (1 一 z)3 
解 /，(〈1 一 7)2[ 一 2z(3 一 好 ) 一 37r2(2 一 好 )] 十 2(01 一 z)(2 一 寻 )(3 一 三 ) 
> (1—x)’ 
— — 2 3 4 5 
12 一 6z 一 6z 十 2x 十 57 3 并 (二 1) 
(1 一 并 
(1 一 ze 
[849] > 一 (ITz)7， 
;px (+r) 一 g(1 十 z) 9 (1 一 z)2 0x) [CCp 十 9) 十 (万 一 gg) 并 ] 加 
解 y (IT (FT (zz 1). 
_XI(l— x) 
【850】 ”1+x 
解 ,Epzx? (1—x)— gr (1—zx) (Tr) mr (lr)" 
了 (CT 下 zx 
pl 1 
= 工 i [pCGgtD zptg Da] (#1). 
【851】 > 一 zx 十 V 工 十 : 友 . 
， 1 1 
解 y= 二 1 十 一 一 十 (x>0). 
”27 人 ” 
[852] y 一 二 十 二 十 二 
VI 天 
1 1 1 
‘= 十 十 
解 了 一 一 ( 弃 + 二 ET 二 元) (x>0). 
【8S3】 y= Wy 一 -和 
区 
解 y 一 一 二 十- (zx>0). 
5 并 AT 


【8s4】 y=x V1 十 z . 


zx 1l+2x? 
解 y = vT 二 于 十 一 一 一 -一 人. 
一 Vl+x: Vl+x’ 


[855] y=(1+zx) V2+7z V3+r. 


解 y 一 V2Tz Vaz 十 (1+z D|= V3 zx’ Var |- 
V2 下 7 V23 十 二 VF) 


(z 天 V 一 3). 
【gs6】 y=" Vi 一 zz)”0Tz7 
/一 Pa(1 一 z)” (1 十 xX)" 十 n(1l 十 zx)* 1(1 一 zx)” (2 一 Mi) 一 (2 十 za) 
解 y 之 pe 并 ( 1). 
(m+n)”" YA) TT rT Mn /UT jz| 关 D 
[857] > 一 一 一 一 
a TI 
VE 二 
解 7 一 a zr a’ 
> ax? a (|z|=|al). 


，_ 1 3 01—x)+3r (1+z)_ 2z /ltr ] 
解 YN |r| 
3 (二 训 ) 
1 
【859】 y= 


VITr (rt ViI 干 到) 


, 1 Vi 到 + 一 二 +2z]- 一 一 . 
解 > EEC Vlt+x (1 十 z2 ?和 


【s60】 > 一 Vz 十 Vz 二 Vz . 
1 于 ) | V 工 十 V 工 ( 工 之 0)， 
2 Vzrt Vrtve 2 Vz 十 Vz 8Vz Vz 十 Vz Vrti vrtvr 


3 
rs61] ,= VI+ va 十 玩 . 
解 y 一 E 


解 y 二 


1 1 1 
一 一” 一“ 3 二 一 
3V FYE) 3VOTY): 3 27 Meddtgy Mr VMI)? 


(ZX 关 0， XZX 关 一 1,， XY 关 一 8). 


【862】 > 一 cos2z 一 2sinz. 
解 y 2sin2z 一 2cosxz 一 一 2cosz(1 十 2sinz). 
【863】 > 一 (2 一 宕 )cosz 十 2zsinz。 


解 y 一 一 2zcoszr 一 (2 一 z2)sinr 十 2sinz 十 2zcosz 一 zz sinz。 
{864】 y= sin(cos:x)cos(sin’ 7z). 
解 y 一 一 2sinzcoszcos(cos2z)cos(sin2z) 一 2sinzcoszsin(cos2z)sin(sin2z) 


一 一 sin2z[cos(coszz)cos(sin2z) 十 sin(cos2z)sinCsin2z)] 

= sin2xcos(cos: zx— sin? x) 

一 一 Sin2xzcos(Ccos2z)。 
【865】〗 > 一 sin"zrcosmz， 
解 y 一 nsin zcoszcosnz 一 nsinrzsinmz 一 nsinr 1z(coszcosnz 一 sinzrsinnz) 一 msin" !zxcos(n 1)x. 
【866】 y= sin[ sin(sinzx)]. 


解 y= 二 cosx * cos(sinx) 。cos[Lsin(sinz)]. 


:2 
[8367] yy 一 Sn 并 


sinz2 


。 .2 2 
解 站 一 25inz(cosrsinz xsinzcosx’ ) (x2 Fkny k=1,2,.). 


Sin2 x? 
__Coszx 
[868] > 2sin: x* 
sins 7 dei ? 2 
解 了 一 一 人 0 下 一] (z 天 ri 4 一 0, 士 1, 十 2)， 
【869】 了 cosz 
, 1 1 i 一 
解 Y 一 一 < 一 ncogn ‘rsinz) — (zz 17; 为 整数 ). 
_ Sinx~ xcosz 
[870] coszr 十 xzsinx" 
， 1 . . 。 。 
解 y oar om Lsinr cosrtcosr) (costt rsinz) — (sinz— sinz+ zcosz) (sinx— zcosz) ] 


rx? 


(cosz 二 xsinx)’" 


I 并 
Cot 


【871】 y= tan 2 


解 y = 二 sec 子 方 cs 于 = 5 (z 天 br; & 一 0, 士 1, 土 2,……). 
1 
5 


sin x 


tan’ x. 


[872] y=tanx— 3 tanm’ zx 十 
解 y= 二 sec* x 一 tan?xsec:x 十 tan' xsec’ zx 一 ] 十 tan*z (z 天 (2 十]) 25 一 0, 士 1, 士 2,…)， 


【873】 y=4 以 co 世 十 以 cots xz. 


解 区 一 二 (cotr) -二 (一 csczz) 十 本 (cotz) (一 csczz) 一 一 


8 
3sint x Meotx 
(天 ri xz 天 (2 二 1) 到 =0, 士 1, 士 2,*…). 


[874〗 y=sec? 三 十 cscz 工 . 
a a 


. 工 工 .4 工 4 
sin 一 cos 一 sint -一 一 cos: 一 
，， 2 2 人 x 2 2 并 TXT 2 a Q& \_2 a a 
解 y = 二 一 sec: 一 tan 二 一 一 csc: 二 cot 一 一 一 。 
a a a a a a 3 3 工 a ,3X 3 
cos 一 sim’ 一 sin’ 一 cos) 一 
a a a 
，2 并 工 2 
16 ( sinz 一 一 cos: 三 ) 一 16cos 一 
a a a na 
二 一 一 一 一 一 一 一 一 (x 关 一 ~ ;上 一 0, 土 1 ,十 2,…). 
. 工 .3 27 2 
&L2sin 一 cos 一 asin 一 
a a a 


[875} y= sin[ cos’ (tansz)]. 


解 y= 二 cos[cos’ (tam’ x)][—2cos(tan’ zx)sin(tan’ xz) J[3tan’ zsec:x] 

=—3tan:xsec’ xr， sin(2tan’x) « cos[L cos’ (tan’: x)|] (z 天 kr 十 于 3 二 0, 土 1 ,十 2,…). 
[876] y=e™". 
解 y 一 一 2re-. 
[877] 一 2 

pu 1 2 1 tnl 
解 y 一 一 二 sec: 一 27In2 (x0). 

工 工 

【878】 > 一 e(z 一 27z 十 2). 
解 yy 一 er(z 一 2zr 十 2) 十 er (2z 一 2) 一 zzer. 


2 2 
【879】 y=| 7 sinz— 0 


于 


COS 工 ] e 


一 2 2 2 
解 y=-—e |} 六 sr eos +o} 三 cosz 一 rsinz 十 己 士 写 - 


2 2 2 sn at noonr| 


[880】 y=e(1+cot 圭 ). 


解 =e (1+eot 和 到 ) 一 于 ercsc: 于 一 和 nz 一 cosz (z 天 2kr; 上 为 整数 ). 


2sin? 到 
rss1] y=13 。 Secoss. 
解 y= 3(ln3。cosz 一 sinz) 一 37ln3(ln3。sinz 十 cosz) (1 十 ln2?3)sinz 
327 37 抽 


a sinbpx — bcosbx 


【882】 一 ec 
> VarTp 
1 : 2 0 -一 2 2 ar a 
解 y 一 一 -一 -一 e=[a(asinpzr 一 bcospz) 十 (abcosbzr 十 六 sinpz)] 一 Va’++b ec sinbx. 
YET 


[883] 一 ee 十 ef 十 er 
解 y=e'[1t+e” (li+ee )]. 
av/byv /ry 
[884] y=(2) (2) (三 ) (a>0,6>0). 
提示 两 边 取 对 数 后 ,同时 对 工 求 导数 . 
解 ” 两 边 取 对 数 , 得 
Iny=zln +allnb—Inr) +b( nz—lna). 


两 边 同时 对 x 求 导数 ,得 
六 全 人 全 
于 是 , y=y(in 生 一 全 二 和) 一 (全 ) (二 (三 ) (人 一生 + 过) (x>0). 


[885] y=x" 十 or ta (a>0). 
解 y =arxr -1 十 azela” Inga ， a In?a. 
【886] > 一 lg 


/ 1 
一 2 2 。 
解 > 一 3lg:7 x 


2xlge— -lge * lg x (rx0). 


+ ) 
或 按 y 一 (lge .lnz?)3 一 8lgse。lns |z| 求 导数 ,有 y 一 24lgse， (二 mm |z| ) 〈( 工 天 0). 


*) (lIn|x|)’= 加 “| 和 - 工 , 以 后 不 再 说 明 ， 


【887】〗 >y 王 In[ln(Clnz)]. 


解 》 一 Inzindnz) 


[888】 y= mE™ (lm zx) ]. 


(zx>e). 


解 y= = Zin Bln 一 一 TO Ce 
【sg9] y= 去 In(1+z) 一 了 In(1 十 xz) 一 FI 二- 
解 Y= “和 OF) + CFT (zx>—1). 
[890] y= 二 In 1. 

2r 27 


解 y= 寺 [ln(z 一 D) 一 In(z 十 D)] 一 4 EE 


1 1 Eo 
【8911 I i ~ 


1 一 4 
解 > 一 二 2 十 in|z| 4 lntltz), 
1 1 1 


7 473 。 41 3 一 、 
> Tt 4 "TR zr 0 
【892】 In zY3 一 zV3 一 2 
> 天 " V3 HE 
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解 Db ENE V2 |—ln| zy3+. 


ce A B= (zl> 2). 
” 2 (A A ) sz 1z| 3 


1 ltz VeltrrR opal). 


十 关 一 
【893】 ?一 一 这 > 1—k™ 1c 

/1 /1 1 VE (ve J \- 2 (|z|<1) 
解 > iT 二) (+i) (1—zx)(1—kr’) Iz| 


[894】 y= Vzri1i—ln(l+ Vrt1). 
1 加 1 


1 

“一 (zx> 一 1). 
解 yA 2 20F eT) 
【89S y=ln(zx+ vx 二 1). 

1 x 1 

:一 -|{1+ 一 . 
解 > ra 二) 元 下 
【896】〗 y=xln(x v1l++x’:) 1 二 x?. 
解 y= 二 ln(x 十 Vi 十 x ) 十 一 一 In(Cz 十 w1 十 过 )。 


A 7TEEE 
<) 利用 895 题 的 结果 ,下 同 , 不 再 说 明 . 
[897] y=zlni (z+ Vitr)—2 V1 十 z2 ln(Cz 十 Vlizx ) 十 27z. 


解 y=In’ (zx+ Vi A ) 一 元 二 In (z+ VIT2) 
一 2 ViTz 十 2 
一 lm? (zx 二 Vl 二 xz’). 
2 
[898] y- 了 VDT 十 分 In(z 十 Vr Ta’ ). 
解 y= /ET z Fe 1 — Vr 二 ai. 
2 2 wz 二 2 2 十 Q2 
1 Vatzyp 
[899] y= In (a>0,6>0). 
2Vab Va—zryb 


角 "(1 (zl<VE) 


2 2 
[900] ?= 于 注 Vi 天 +3ln] 十 vL 一 工 “人 


解 yy 一 和 4x (2+3x) Z(2 十 3z2 ) 3 ( 并 ) 3 
到 Vi it Vs) > 
=——— 8 (0< |zl<<1)， 
rx” V1l—zx’ 


[901] > 一 Intan 序 . 


* 题 号 右上 角 带 “十 "号 表示 题解 答案 与 原 习题 集中 译本 所 附 答 案 不 一 致 ,以 后 不 再 说 明 , 中 译本 基本 是 按 俄 文 第 二 
版 翻译 的 . 俄 文 第 二 版 中 有 一 些 错误 已 在 俄 文 第 三 版 中 改正 . 


ll hr 
解 y= "Sec pz (0 过 zx 一 2kr 过 x; 上 为 整数 ). 


2sin 站 cos 地 
tan -7 sin -7 c05 -7 


[902〗 y 一 Intan( 子 十 站). 


2 
:1 .ee 并 十 区 .1 1 -1 
Y(t) 人 sin( 半 二 至)cos( 到 + 于 ) sin(z+ 玛 ) 
二 一 (|z 一 2kx | 二 于 ;为 整数 ). 
COS 工 
1 


[903]* y= ot Xx 二 lnsinx. 


一 一 cottz (0 过 x 一 2kr 过 xr; 上 为 整数 ). 


解 y= 二 一 cotx 


1— sinzx 
【904】 y=In 1 十 sinz 
/11 一 cosrz cos 1 2 一 1 
解 yy 了 (Te ER cosz (zx 2 x 大 为 整数 ). 
_ Cosz /lt+cosx 
[905] y= 2sinz tin sinz “ 
1 Sinzx+2sinzcos’r+ , 1 / 一 sinzr cosz\, cos’x 
解 加 2sin4> 十 (TF oe ) sim zx (0<zx 一 2&x<xs 为 整数 ). 
_ 1 bacoszti Vb —a’ sinr 
【906】 -ho (Ola|<=<|16|). 
len 
解 ” 当 a=0 时 ,y= 二 ln 一 一 一 . 由 于 1 十 sinz 非 负 , 为 使 对 数 有 意义 ,必须 有 
(i 
cosz>0. 


当 (24 一 去)x<z<(2k 十 亡 )x (4 为 整数 ) 时 ,上 述 不 等 式 成 立 .在 此 区 域内 ,得 


/ COszx sinx_ 1 
?了 TI 于 sinz cosz cosxr 


当 a 关 0 时 , 记 y 一 Inx(z) ,而 


/有 一 
1 二 一 a osrt Lee sinz 


b _ 1 二 +cosgpocosz+singosinx _ 1 十 cos(z 一 mw) vz) 
DT 
本 十 cosz cosgo 十 cosx cosZ 十 cospo V(r 
Ye 


其 中 mm 二 arctan .显然 (rz) 守 0. 为 保证 y 可 导 , 首 先 必 须 有 x(z)>0, 故 应 有 人 m(z) 天 0 (从 而 ， 


mm (x)>0) ,进而 应 有 vz (Xx) 之 0. 于是,y 的 存在 域 尺 为 满足 不 等 式 
妇 (Zz) 天 0， 
vs (Zz)>0 
的 一 切 z 值 , 记 成 R= {z|vi(z) 关 0, w(xz)>>0), 则 
及 一 {z| cosz 十 cospo>0 且 xz 天 (2 十 1)r 十 mi 为 整数 }. 
在 此 区 域内 ,得 


/_ sin(x— go) sinz _ 一 sinzcosg 十 coszsingo 十 sinx 


?了 1 十 cos(Cz 二 go) coszr 十 cosgr “1 十 cosxcosgo 十 sinzrsingo cosz 十 cosgx 


2 一 2 


一 全 sinz 十 六 二 4 cos 
_ 2 b T 十 sinr _ vba 
2 a aa 十 pcosz”， 


1 十 全 cosz 十 sinz cosz 十 BB 
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其 实 此 结果 也 包含 了 一 0 时 的 情形 . 


r907] y 一 二 (lmz+3lnzz 十 6lnz 十 6 


__lnxz 


解 y 一 一 点 (lnz+3lnzz 二 6lnz 十 90) 十 二 (三 Inzz 十 和 Inz 十 对 ) 一 一 了 〈z>0). 


-LT _ 1 
【908】 yln i Tier 
解 y= 一 上 In 上 一 上 ++ 号 一 二 lnz (z>0). 


zx” xX 4dr” 4 
C909]* ?一 了 (1 一 MITz +3n(l+ SIF). 


2x 2x 


了 3 3 2x 3 
= .2(1— VITA)| 一 十 一， 一 
解 了 一 了 2 ” )| 3 | 1 十 VITF 3 VATry 1+ VIF 


[910y y=In[ 二 +Dm( 二 +m 二 ) |. 


sy-TTRCTD -二 TO 人 -二 
z 并 


li+n(T+mt) 


1 十 z 十 工 十 mm 上 上 


(1+zlnBT)[1+zln (2T +n 二)| 


[L911] y= zxz[sin(lnz)—cos(lnz)]. 


解 y=[sin(lnz) 一 cos(lnz)] 十 z| 十 cos(inz) 十 二 sin(lnz) ] 一 2sin(lnz) (zx>0). 


【9123+ y=1ntan 三 一 coszlntanz。 


2 
解 y= Sec2 三 。 立 十 sinzlntanz 一 cosz secez 一 sinzlntanz 
tan > 
(0<z 一 2kr< -5 为 整数 ). 
【913】 y 一 arcsin 了 
解 y= E 一 1 (|z|<=2). 
0 
2 
【914】 了 y 一 arccos 一 。 
V2 
7 1 1 1 
解 一 一 -一 一 一 (一 下)= 一 一 (| xz 一 1|<vV2)， 
> a 万 ) V1l+2zx— zx? [= [< 
V2 
2 
L915] ?一 arctan 污 ， 
7 1 , 27__2ax 
解 y i+ (zy a (a 天 0). 
a 


V2 


rx 


1 
【916] y=—arccot 
V2 


.13 


, 1 1 
解 y 互让 (GE 


I 


[917] y=Vz—arctan Mir. 


1 1 VT 
一 -一 一 (xz 之 0). 
解 y 22 20Tz) 全 


【918】〗 > 一 z 十 V1l—x’ arccosz. 


了 1 TX 
解 y= 二 1 一 一 arccosz AT 一 和 arccosz 〈|z|<1). 
AW 1 一 和 V1l—x’ V1l—x’ 
【919】 y= rarcsin 了 于 = 十 arctan Vr 一 Vx 


提示 。 利用 基本 公式 及 求 导 法 则 , 求 得 y 二 arcsinA /和 的 过 程 中 ,读者 可 能 认为 其 存在 域 仅 为 z 之 0， 
但 是 ,可 以 证 明 : 在 点 二 0 处 的 右 导 数 y.(0) 二 0, 它 等 于 arcsinA /二 = 在 点 z+ 一 0 处 的 值 . 因此 ,y 的 存在 
域 为 工 之 0. 以 后 碰 到 类 似 情况 , 均 作 这 样 的 理解 ,不 再 一 一 说 明 . 


解 y 一 arcsin 1 一 一 一 一 一 UF + 一 二 


=arcsinA/—<— 
1 十 工 


【920〗 y=arccos 过. 


7 1 1 1 
一 《j 工 | 这 1) 
ry Ta 
I 
【921】 y= arcsin(sinz). 
提示 。 注意 将 所 得 结果 化 简 ,得 
COS 工 COS 工 2& 一 1 
cos 一 x; k=0, ,十 2,…). 
Teoszl sgn(cosx) (zx 关 5 Ti & 一 0, 十 1, 士 2,…) 
/ 2k—1 
解 一 一 SS 一 s n(cosz) (zx 关 ;上 为 整数 ). 
” Vz 2 
【922】〗 > 一 arccos(cos: 工 )， 
提示 注意 将 所 得 结果 化 简 ,得 
sin27x 2sinzcosz 2sgn(Csinz)。 cosx 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 = (zkn; 有 一 0, 士 1, 士 2,…) 
Vl—cosixr |sinz| WwW] 十 cos: 了 AW 1 十 cos2 并 ™ 
解 yy 二 sin2z sin2x _ 2sgn(sinx) » cosx (zx 尖 kn; 上 为 整数 ) 


l—cos'x Vsin’x(lcos:x) V1l+cos:x 


【923】〗 y=arcsin(sinx— cosz). 


解 y= cosZ 十 sinz _ Sinz 十 cos 工 
V1l—(sinr—cosr)’ Vsin2xr 

F924】 y=arccos V1l—z’. 

提示 。 注意 将 所 得 结果 化 简 ,得 


(0<x—kr< 为 整数 ). 


1 en 
SE (0<|z| 一 1)， 
V1 一 (1 一 好 i |z| /= v1 ”| 
解 je (0<|z|<1). 


【925】 y=arctan 1 十 工 


1 一 并 
,1 GD+tatD 1 
解 yr I 
1+ (二 =) 
工 一 工 
加 sinZ 十 cos 工 
【926】 y=arccot ( Sn cosx ) 。 
/ 一 1 (cosz 一 sinz)(sinz 一 cosz) 一 (cosz 十 sinz)2 一 1 
解 y= 二 一 一 一 一 2 一 
1 十 (sinz 十 cosz ) (sinx— cosx) 
sinx— coszx 
(z 天 kr 十 二 5 为 整数 )， 
一 2 a—b z 
[E927] sn( 4 tan 地 ) (a 盖 0 之 0). 
:2 .1 /le Tl 
解 > 一 a bm 工 aa 2 ~ 2 apcoszr' 
2 十 2 2 
. 1—x’ 
928】 ?一 arcsin TF 
, 1 —2x(l+zx)—2x(1l—zx)_ 2sgnzx 
解 > 一 EE (1+z)? 1 十 之 (0). 
1 (放肆 ) 
1 
【929] 了 arccos (Cx7)" 
/ 2 一 2 4 工 
. 一 1). 
解 > arccos (大 ) Mix Vi—x arccos’(z’) ‘lzl<D 
L930] y 一 arctanz 十 言 arctan(z?). 
解 rr 1 x _1l+x 
” 1 十 1 十 1+ 
【931】 > 一 ln(1 十 sin2z) 一 2sinzarctan(Csinz)。 
解 (一 和 一 2cosz 。arctan(sinz) 一 计生 -一 一 2cosz。arctan(sinz). 
1 
【932】 y=In(arecos 志 ) 
7 1 一 1 一 工 1 
解 y 一 。 -一 。 一 (zx>1). 
arccos 二 Vr 2zvz 2z Vi—Tarecos 十 
Vz Vz 
【933】 y> 王 ln zta 十 arctan 工 
Tih 了 0 
/ 1 x a 1 三 十 如 
解 yzFa zt6 RV CFatp ite) (> 0). 
5(1+ 豆 ) 


2 
【934】 ?一半 V 呈 一 到 十 全 arcsin 工 (a>0). 


7 1 一 一 一 2 a? 1 区 
解 y 2 7 2 a 2 a 一 并 TY 
1 (zx+1)? 1 2> 一 


[935】 y= ln 


十 一 arctan 


1 
2 一 工 十 1 V3 V3 


_1 ne +xV2t1l 1 EA 


——arctan 


4 万 zrVatl 2VZ 三 一 工 


【936】 ?一 


,V2(zx’ 1) —2r V2 


逢 y-- 于 (二 2 人 -一 2 人) 1 -D2 
?43ENVzzTzVE+I zzy+1) 2V2 1+ (#E ) (地 一 1 
2 一 工 
= 一 一 (jzlz1) 
1 二 xz “ 


【937】〗 > 一 z(arcsinz)? 十 2 Vl—x’arcsinr—2x. 


2zarcsinZ 2xarcsinx 


解 y=(arcsinz)? 十 和 一人 十 2 一 2 一 (arcsinz)’? 〔〈(|z < 到 1). 
Vl—zx’ V1l—x’ 
-一 一 2 
[938] yy 一 arccosz 十 二 ln WT 一 并 . 
工 2 1 十 VI 一 好 
一 一 和 一 一 arccoszx 一 世 一 一 二 一 
1 Vl—x 1 Vl—z’ 1—z’ _ arccosz 
解 y= 一 一 一 一 一 一 十 二 [一 一 一 一 二 一 一 ) 一 一 一 一 (0<|z|<). 
工 2\1— Vix 1 二 Wi 一 二 工 
【939】〗 y=arctan Vx:—1— Inz 
2 一 1 


解 y 二 1 。 并 1 十 nz _ xlnzx (x1) 
1+(z71) Vil x Vil (lVrl (rx)? . 
_ arcsinz 1 1 一 工 
【940】〗】 y= tlnitz 
__l1 Zarcsinr ,1 /__ 1 _ 1 -zarcsinz 
解 > l—zx (1— zx)3 2( 1 一 工 Iz) (1— xz) (lx|<D. 
1， xz’ 一 Zz: 十 1 V3 
【941】〗 y 2ln CHI 所 "an 2 
:1l 423 一 2 4z \ 1 1 一 4V3r ] 1 
解 > 3 (2 i) 2V3 1+( V3 [二 ‘1z|* 专 
2z: 一 1 
6 
一 一 6 
【942】 > TIE 一 arccotz ， 
, 6z5(1 十 z2) 一 12z7 62。 12 
解 > Ara i 寺 证 +z 
3 3 
[943〗* y=In =- YE 十 VSarctan 1 士 2Vz . 
VItYz+ Yr V3 
/ 1 1 1 2 1 2 
解 y= 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 十 十 V3 。 
3 Vz (1—Yz) 区 天 TD ed "Ey 3V3 VT 
V3 
1 
= (oo<r<1l, r#0). 
(1 一 zw ” 
{944】 y=arct 和 
< 1 十 1 一 和 
2 
1 十 Vi 一 x? 十 一 宇 
解 y=— Vl Vi 1 (|z|<=1) 
(一 一) (1+ VI 一 好 3) 2 Viz 
1 十 V1 一 并 
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L945) y=arccot 一 2 一 2 (a>0). 
2 Var— zr 


(a—2zx)’ 
2 —zx 一 一 一 一 一 一 一 
Max 了 


/三 一 一 8 
解 y= Vr (0<z<a). 
(a— 27x)’ 2 azx—z nr 
liaz— zy) 


3x /a ,1+z 
[946Y y 1—2zx— zx 二 2arcsin 万 


7 1 Via 3 一 工 1 十 工 1 
-l/r .i 十 2?。 
解 > 2 1 Tz 2 V1—2r—x’ ls) V1—2zx—x’ 


(| z 十 1| <V2)， 
1 ，ViTz+z 1 Vitxz 
【947】 yn rn 了， 


1 1 万 1 3 加 ] 
(一 -一 | 1 十 一 一 一 | 一 x 1 
解 y 4 [元 一 [ 以 | /I 一 | wai 


4 


一 上 上 | 

?1+ (LER) | VT 
I 

1 

一 Fr 《z 天 0). 


[F948]】 y=arctan(tan’ zx). 


7 1 » 2 sin2x 2 
解 y l+tan'x Ztanzsec x sint x cos'z (zz 


4 1; 为 整数 ). 


【949】 y= V1l—zx: :In 行 大 + 去 In 二 和 + V7 二 arcsinz, 


" 二 (i 


1 x 工 z 1 
十 本 | 一 一 一 和 一 一 一 十 一 一 一 上 一 一 一 十 
2 rm dA | ViTz Vi-z 


_ Viz -En 1 过 


工 1+x 


(0<<|z| 去 1). 


[F950] y 王 zarctanz 一 去 In 1 十 22 ) 一 立 (arctanx)’. 


解 y=arctanx 十 一 和 一 一 一 一 arctanz 一 arctanz 
了 2 2 +zx? l+x’ “ 


【9S1】 > 一 ln(er 十 VI 十 e2 ). 


1 ee e” 
ll ete )- ee. 
ye 
【9S2】 y=arctan(x+t V1 十 z2 ). 


解 y= 


解 Y 一 一 一 一 一 一 一 (+ 一 到) 一 2 
1 十 (z 十 VITZ)’ Vitx’/ 20 十 三) 


singsinz ) 


【9S3〗 y= arcsin ( 这 ga) 


提示 注意 将 所 得 结果 化 简 , 得 
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1— cosacosx sing * (coOsx—cosa) __ sing* sgn(coszx— cosa) 
。 一 (cosz 天 cosa). 


(cosr— cosa)? (1—cosacosz)? 1—cosacosz 
, Sinacosz(1— cosacosx)— sinacosasin: x 
”VE 1 _ sinasinz ) 
1—cosacosz 


(1—cosacoszr)? 
1 一 cosacosz , sing* (cosr—cosa) _ 


(cosr— cosa): (1—cosacoszr)’ 


sing * sgn(coszx— cosa) 
1—cosacoszx 


《cosz 天 cosa, 即 zx 天 au 十 2&r, 为 整数 ). 


【954】〗 y= ln ct? 2 一 zV3 | 到 arctan Yt 
4V3 Vzri+2 Tr z 


1 rT 1 — 
3 | 坟 A 1) -i )| 


1 
一 (0<< <<1)， 
(zt—1) WwW 三 十 2 [| 
1 XV2 1 Vt+zrx  —zrvV2 
L955 y=——arctan 1 。 
2V2 Vi 二 4 于吉 十 zV2 


2W2 7 
Vl 二 zi 一 一 一 一 
1 1 “2 一 V1l+zx’ 


解 y 一 . . 
2V5 27x7 lx 
1 十 z 


1 


1 2xz3 1 
南郊 pe | V1l+xr’ (A 
= (|x|z1). 


1— zs 


2 
解 y 一 | ( 1 一 万 和 ) te vi 


a 


一 (|z|<=1). 


(zx:+1): Vl—zx’ 
【9S7】- y=arccos(sinz’— coszx’). 
1 ， 2z(sinz? 十 cosz2 ) 


解 y - 。 2z(cosz2: 十 sinz2? ) 
WIT 一 (sinz2 一 cOS2Z2 7)2 Vsin(2x°) 


C0<|z| < (4 十 训 )x3 k=0,1,2,…). 


【958〗 yy 一 arcsin(Csinz2 ) 十 arccos(Ccosz2 ). 


/2zcos(z2) 2zsin(Cz?) 
解 》 ， 
Vl—sin(x) Vi—cosi (x) ZLsgn(cosz2) 十 sgn(sinz2z)] 
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(|z| 汉 ， /所 一 0,1,2，…). 


[959) y 一 er [cos(zaarcsinz) 十 sin(7aarcsinz)]. 


解 


[cos(marcsinz) 十 sin(marcsinz)] 十 一 一 一 [cos(marcsinz) 一 sin(maarcsinz)] 


7 一 -miarcsirur — 
7“ 1 VI 一 三 


一 一 2 ereirr cos(marcsinr) (|z|<=1). 
1 一 和 
e2z 
【960】〗 >y 王 arctane" 一 ln ZF: 


7 er 1 2esx \_ e’—1 
解 > 1 十 er 2 (2 i) esx? 十 1 
【961】 y= 二 Xz 十 x 十 x 六 (zr>0). 
解 y 二 1 十 zx(1 十 Inz) 十 zx” (zlnz) 二 1 十 zr (1 十 lInx) 十 z7， x (二 +lnz+inez)， 
【962】〗 > 一 zz 十 xz Ta (a>0, zx>0). 
解 y 一 z (azerilnz 十 二) 十 ze (arlna lnz 十 眶 ) 二 or :Ina* x*(1+Inz) 
Xx 和 
=x tr (1 十 alnz) 十 azz (二 +inanz) 二 xra” lna(1 十 lnz). 
【963】 > 一 yz (zx>0). 
-一 、 I linr 
提示 注意 当 z>>0 时 ,yy 一 rzr 一 ez. 
解 y 一 Cer) 一 zx* (1 一 Inz). 


【964】 y= (sinz)®* 十 (cosz)snz。 
解 题 思路 ”分 别 对 回 指 函数 (sinr)””* 及 (cosz)”"” 采 用 884 题 所 示 的 方法 ,然后 化 简 , 其 结果 为 


(sinz)™™'![cotix—ln(sinz) ]— (cosx)*™+![ tan’ x— In(cosz)](0<z 一 2kr<< ， 天 为 整数 ). 


coOS2 六 
sinz 


] 十 (cosz)*™ | sz 。ln(Ccosz) 一 si = | 


COS 工 


解 y=(sinr)™* [~—sinz 。ln(sinz) 十 


一 (sinz)esz+l[cotsxz 一 ln(sinz)] 一 (cosz)snxr+l[tan2z 一 ln(cosz) (0<x—2kr< & 为 整数 ). 


【96s】 > 一 (lnz)z :zr™. 


提示 注意 当 z>1 时 ,(lnz)z :zz 一 e 二 一 erndno -nzz 
en2z 
ztntinz) 
解 y= - = ezlndlnz 一 nzz 
e 
= EE (zndnn)T 一 (oz 一 人 人 -findlnz) 十 由 -一 2 } 
nz 工 
_ (nx) 1 2 
一 一 ri (Znzlin(lInr) 十 z 一 2ln rz} (zx>1). 


【966】 y= lg,e. 


解 由 y=lg:e 推 得 y 一 [于 是 ,y 一 一 由 -一 


ln:x 


一 二 (lg-e)? (x>0,7Xx1). 


一 _ 1 
【967】〗 > 一 lnCchz) Tepe 
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【968] y= In(coth 持 ). 


,_ shix—2shzxch’ x 1 ___2 
解 y= 二 一 十 - (cz>9). 


【969】〗 y=arctan(thz). 


解 y= 1 . 1- 1 
> ”1ITthzz ”chzz ch2x- 


【970】〗 y 王 arccos ( 二 ) 。 


解 y 


【971】 y= 全 十 +2 = arctan( a—bip 于) (0 过 10|<a). 


atpb 
,_b ,2Va > a—b 1 _b a:—b: _atbchz 
解 了 十 . . . 一 十 , 
a 1 十 2 一 2 bp 工 Zz atb 2chz 工 4 a(6 十 achz) 0 十 cchz 
2 2 


【972】 引入 中 间 变 量 wu 二 cos:xz 求 肾 数 y= 二 ln(cos: x 十 V1 十 cos*xz) 的 导数 . 
解 u=cos:x， y= 二 ln(w 十 VI 二 ww)， yy 二 ysus， 而 


/ 1 1 /7 。 . 
Yu 二 一 ， zz 一 一 2coszsinz 一 一 Sin2， 
Vlitu Vl+cosixr 
7 in2x 
于 是 yzr 一 一 Se 。 
Vl+cos'r 


利用 972 题 所 示 的 方法 , 求 下 列 函 数 的 导数 : 


[973Y y= (arccosz)’ | 《arccosZz) 一 ln(arccosz) 十 方 ] 。 
提示 令 一 arccosx. 


解 设 u=arccosz, 则 y 一 妈 (lmx 一 Inz 二 二 )， 由 于 


yy, =2u(lmz 一 Inz 十 却 ) 十 吧 (2 2 ) 2uln?u=2arccosr 。 ln? (arccosz), 


下 
Ur 


于 是 ,yu 一 一 于 二 Farecosz » ln? (arccosz) (|x|<=1). 
一 并 
1 Vi 十 1 
【9743- y= 一 arctan( V1 二 ) 十 村 n 一 一 一 一 一 ， 
”2 = VIF 1 
提示 
1 ut 1 
解 =Vi ; 则 y 三 志 了 arctanx 十 二 nz 2 由 于 
rl 于 (人 1 1 ) 1 1 Pe EE 
交 ”30 二 7 utl ull 1 一 人 x VT 
i - i 1 
于 是 ,yz 一 yaur 一 一 一 天 一 一 一 一 (x 关 0). 
x WCI 二 xz35 
2 2 
[975] y= arcsin(e ) 十 inc1 一 ez) 


VWV1 一 e-2 
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解 ” 设 =e-, 则 y+ 由 于 
wu 


2 ， 
. u u? arcsinu 
(arcsinut 3 ji zt 十 ， .2 
， AI 一 下 Vi—u 2& _ arcsinu _ arcsin(e ” ) 


YI ww de i’ 
u =—2xe-”, 
一 2 一 z2 in(e-* ) 
于 是 ,一 yu 一 一 27e arcsinCe Cz#0). 
(1 一 e *” )¥ 


1 一 a2 


=_0 la” 
【976] > 一 1 十 az 1 二 a*” 


arccot(Ca *). 


1—w 


解 设 一, 则 ?一 和 I 二 warccotCu '). 由 于 


(Hw) 2 2u(l+w)—2u(l— wu) sl-w 1 
* arccot(u  ) 


Yu T* 
《T 十 ze 7) (1 二 Tw )? 1+wu (1 证】 


_ duarccot(w 1) 4a<。arccot(a *) 


(1 十 雪 ) (1 十 azz)? ” 


zz 一 Crlna， 


2 
于 是 ， yi arccot(a ”) (a>0). 


【977】 求 浮 数 的 导数 并 作 函 数 及 其 导数 的 图 像 , 设 ，: 
(1) y= |z|; (2) y=zx|z|; (3) y=In|zx|. 
1 ， 0， 
提示 (1)y 一 总 记 成 一 上 (zz0). 
一 1， zx<0, z 
以 下 各 题 均 可 利用 此 结果 ,不 再 说 明 . 


(2) 注 意 在 分 界 点 一 0 处 ,有 yy ,_o 一 0 从 而 有 y=2|zx|. 


(3)y 一 十 (Z 天 0)， 


或 写成 y=1z| (zx 关 0). 在 x=0 时 yy 不 存在 . (图 2.3) 
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X2 ， 之 0， 
cy=| (图 2. 4) 
—zx’， I<0, 
27z， >0， 六 7 本 
y= | “7” 而 且 易 见 有 y | ,一 0, 故 y 一 2|zx|"?. (图 2.5) 
一 2r， X=0， 
本 |7 
(GD 
(—1,2) (1,2) 
0 ee 
《=-1 一 1 O 
图 2. 4 图 2. 5 
<* ) 以 下 各 题 , 对 于 分 界 点 的 导数 ,不 再 单独 讨论 . 
(3) y 一 In|z|， (图 2. 6) 
y=-TT* -十 (zx 隆 0)、 (图 2.7) 
y 了 
《1 1) 
-I\O 1 O x 
图 2.6 图 2.7 


【978】 求 下 列 函 数 的 导数 ， 
(1)y= | (z 一 1)2(Cz 十 1)3 1 (2)y 一 | sinsz|s (3)? 一 arccos [| (4)y 一 [z]sin2rz。 
提示 (〈1) 利 用 977 题 (1) 的 结果 ,有 y =(z 一 1)(z 十 1)2(5z 一 1)sgn(Cz 十 1) (|z| 关 1). (2) 仿 (1). 
(3) 仿 (1). (4) 对 于 y 一 [z] 有 y 一 0 (z 天 ER 一 0, 士 1, 士 2,…). 利 用 此 结果 ,可 知 当 x 关上 时 ,有 
《[zj]sinzrxz) 一 x[Lz]jsin2rz， 
易 证 当 x 一 上 时 ,上 式 也 成 立 . 
,_ [xDrtD| 
解 (Dy 一 =I) 二) 
一 (z 一 1)(z 十 1)2(5z 一 1)sgnCz 十 1) (|z| 关 1); 


[2(z 一 1)(z 十 1)3 十 3(z 一 1)2(z 十 1)2] 


/一 sinzz|。， 一 3 ; 
(2)y = x 3sin zcosz 一 本 sin2z | sinz | (XxX 关 kn, 上 为 整数 ); 


(3)y | el 人 (zl>1D， 


(4) 对 于 y 一 [z] 有 y 一 0 (z 天 &, & 一 0, 士 1, 士 2,…), 于 是 , 当 xz 隐 k (RE 一 0, 士 1, 士 2,…) 时 ,有 
{[z]jsinzrz) “一 2xsinrzcosrz。[z] 一 x[z]sin2rz， 


容易 直接 验证 当 < 一 上 (k= 二 0, 土 1, 士 2,…) 时 上 式 也 成 立 . 
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求 下 列 函 数 的 导数 并 作出 函数 及 其 导数 的 图 像 : 
1 一 Z， 一 co<<z<<1， 
【9793 en 1 志 z 志 2， (图 2.8) 
一 (2 一 z)， 2 一 z< 必 十 cc， 
解 题 思路 ”注意 必须 求 防 数 y 在 其 分 段 ( 界 ) 点 xz 二 1 及 x 一 2 处 的 左 、 右 导数 , 若 左 、 右 导数 序 在 而 且 相 
等 , 则 函数 在 该 点 可 导 ,和 否则 函数 在 该 点 不 可 导 . 从 而 确定 该 点 是 否 在 导数 y 的 定义 域内 ， 
以 下 的 980 到 983 题 中 均 需 这 样 考虑 问题 ,和 否则 会 产生 错误 . 
一 1， 一 co<xz<1， 
解 ay 1<<xz<<2， 
1， 2 一 z<< 十 co. 
当 z 一 1 时 , 右 导数 y | ,=(2z 一 3) | :一 一 1, 左 导数 y | 一 一 一 1. 
因此 ,点 x=1 的 导数 存在 , 且 y |:-,= 一 1. 同 理 , 可 得 y | .-: 一 1. 于 是 ， 


一 1， 一 co<<z<<1l， 
| 1 和 xz 委 2， (图 2. 9) 
1， 2<z<< 十 co. 


村 ， 
y 
(2,D 
ge 
0 x 
-一 
O 1 2 x 
(3,_1) (1,-—D 
2 4 
图 2.8 图 2.9 


注 在 下 面 的 980 到 983 题 中 , 求 分 段 定义 函数 的 导数 时 ,在 分 段 点 ,都 要 先 求 其 左 、 右 导数 , 为 简便 
计 , 我 们 只 写 出 结果 ,而 省 去 了 (在 分 段 点 ) 求 左 、 右 导数 的 过 程 . 


(xr—a)’(xr—b)’:, az 委 0， 
【980】 > 一 | (图 2. 10) 
0， 在 线段 [La,5j 之 外 . 
， 2(x—a(r—b) (2r—a—b), rE[La,b], 
解 y -| 一 (图 2. 11) 
0， rE€La,b]. 
了 
[2+2 (a-b)"] 
2 .16 
a+b 
2 
图 2.10 
I, T<<0， 
[9813 -| (图 2. 12) 
> ln(l 十 Xx)， >Z 之 0. 图 


1， Z<0， 
解 | 1 (图 2. 13) 
iz 7 人 0 
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y=ln(+x) 


ee 
x 
图 2.12 
atrctanz， |z| 委 1， 
【982】 一 _ (图 2. 14) 
> 下 sgnr+ ， |z|>1. 
1 
1+z: 9 一 1<z 委 1， 
解 y= 1 (图 2. 15) 
ph |z|>1. 
A 
p=- 


图 2. 15 


e 
, /2ze” (1—z), |z|<&l, 
解 | (图 2. 17) 


图 2. 16 图 2. 17 
【984】 所 给 函数 的 对 数 的 导数 称 为 此 函数 的 对 数 导 数 : 
d f(x) 
zinf 7) Fez) (f(x)>0). 
求 下 列 函 数 y 的 对 数 导 数 ， 
一 1 一 工 区 三 3 一 过 
(2 一 zA/ IT 273? 一 IT 一 7 GT 
(3)y= (x—a)™" (一 aa )2 ra); (4)3y 一 (Zz 十 W1 十 z2 )". 
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解 题 思路 (1) 由 y》 ZA 二 < 得 ny 一 ln|z|1 十 于 nl1 一 z| 一 吉 in|1 十 z| ,利用 977 题 (3) 的 结果 ， 


即 易 获 解 . 
2 > 
(2) 注 意 ny 一 2In|z| 一 Inl1 一 z| 十 于 in13 一 z| 一 本 13 十 z| , 仿 (1) 可 得 


d 54 一 36z 一 4z2 十 2zs 


后 3 站 
五 Iny 3x(1—x)(9— x?) (zF0,7#1, 1x|z3) 


(3) 注 意 lny= 》) ailn|x 一 ai | , 仿 (1) 可 得 


ii 一】 


diny= 六 -2 (zc4)， 其 中 4A= {zxz|[[ Cz-a)* >0). 
i=1 


dz 人 包工 一 ai 


(4) 注 意 Iny 一 nln(x 十 V1i 十 xz: ), 利 用 895 题 的 结果 , 即 易 获 解 . 


1]—x ， 
解 (1) 由 2 一 zA/ ITT 得 


Iny=ln|z| 二 去 | 1 一 z| 一 去 D| 1 十 z| ， 


d 1 1 1 _1—zx—x’ 
IY i a) aT ra 0<lrl<D; 


2 3 
_X 3 ， 
(2) 由 了 I—zxN Giz 得 


Iny 一 2in|z| 一 In|1 一 zx| 十 言 In|3 一 z| 一 也 In|3+z|， 


dl =24_1 1 _ 2 _ 54—36zx—4z’+2x’ 
dr™Y x 1 一 rz 303 一 rz) 3(3+7z) 3r(1—zx)(9—x) 


(zz 天 0,z 天 1， |z| 天 3); 
(3) 由 于 y= 了 (x 一 ei)“ 及 y 在 对 数 符号 内 , 故 应 设 [] (x 一 ai)" > 之 0, 从 而 有 


lIny= ln TT 《 工 一 0 04 一 S) ailn| zx—ai|, 
i=1 


i=1 


得 字 Iny- > eA, 中 A- {z| lz >0):; 


(4) 由 y= 二 (zx 十 V1 十 x*)" 得 


Iny=nin(x+ V1 二 x? ), EIny= 


n 
AT 十 三 
【985】 设 p(z) 及 Wz) 为 工 的 可 微 函 数 . 求 下 列 画 数 y 的 导数 : 


(xz) 
(1) y= V9 (r+ Cz) ; (2) y 一 arctan $y’ 


(3) y=”" VYz) [op(z) 天 0，Wz)>0]; (4) y 一 lgwrm wz) [g(x)>0, yz)>01. 
提示 。 (3) 注意 由 y 一 "WWZ) 得 Iny 一 IY) ,两 边 同时 对 工 求 导 , 即 可 著 解 (于 Iny 一 闻 ). 


a _ lny(z) 
(4) 由 y= 二 lgoe p(x) 得 >) Re: 


解 (1) y 二 (xz)p (xz) yp ry (zx) [yg C0) + Cx) FE0]. 


9 rt zx) 
‘oN pz) or) yr) yx) yz) 
(2) y 1 十 时 (z) pz) p(x) Fz) (CWCZ) 天 0). 
f(r) 


(3) 由 y 二 ”Ylz) 得 
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几 (z) C2) 
/ PCZ) 一 2 (x)Inygl(z) 
y 以 工 ) 7 ， 
y yg (x) 


/PC 1 几 (z) gz) 
于 是 ,y V OICZ) (a Pr) gn) ing(z)). 


(4) 由 y 一 lg g(x) 得 


yx CAE) 
_ Ing(x) ying(7) 一 名 沪 Iny(z) wz 1 gc) lnyg(x) 
— DPT 一 DY Ts, PT) nor) 
lnp(zr)” > 一 ln’ g(x) pz) lng(z) pz) ln g(r) 


【986】 求 y, 设 ， 

(1) y= f(x:); (2) y= f(sin:x)++f(cos:z); (3) y 一 er) 
其 中 Fa 为 可 微 函 数 ， 

解 (1) y= 二 2xf (xr); 

(2) y =2sinrcosrf (sin’ rx)— 2sinrcosrf (cos: zx)=sin2x[f (sin’ xr)—f (cos’ xz)]; 

(3) y 一 ef [f(r)fle')tef (e')]; 

(4) y =f FLFR AFLACz)])， 

【987】 证 明 ” 阶 行列 式微 分 法 ， 


。 en 


; (4) y=f{f[Lf(x)]}. 


fault) falz) “filz) fe) fm) 


1 : : ， 
dz fu (x) fi (x) 机 fin CI) 一 之 Efa lz) Efalz) 机 fa 7) 。 (1) 
Cr) fralx) … for) falz) fa lz) ,. fl) 


提示 。 从 行列 式 的 定义 出 发 或 利用 数学 归纳 法 予以 证 明 . 
证 证 法 1: 从 行列 式 的 定义 出 发 予以 证 明 . 
f(x) fiz (Xx) 及 机 fin Cx) 
dz 
172 


d . . ; 
fbr) ez) fn) =- 总 2 Dom fy Cr) fo, C0) fs, (x)? 


funlr) frlr) 和 pw) 
一 >) CD Ef, Cz) fa, Cr fy (zx)] 


记 训 一遍 
一 》， (一 1)woajaoa >， fu (x) fo, x) fs, Cx) fy, (x) 
F112 in i=1 
一 >， >) (一 1)>572 fi; (Cx) fz, (Xx) Ef Cx) fy, (xz) 
i je 


fu (x) 万 2 (7) 油 填 fin (Xx) 


_w|ld d d 
= >) | 去 各 (z) Ffalz) … 到 (7) 


fu (Xx) fT) fo 7) 
x ) 其 中 和 N(Gj1j2…j,) 表 示 排 列 刘 j2…j 的 逆序 数 . >， 表示 对 1,2,.…n 的 所 有 排列 jj2…j, 求 和 . 


证 法 2, 利 用 数学 归纳 法 予以 证 明 ， 
由 于 


26 


fulr) fs lx) 
folx) fzz lx) 


ad 
dz 


= 是 [ 记 Cz) fa (x) — fis (x) fu (7)] 


d 
=-[ 羡 AcojaoD- 是 PoPD]+[ 是 fc 是 moDjaco] 


Ef) 和 fulz) f(z) fi (zx) 


fa lz) fzz (7) 
故 等 式 (1) 对 于 ”一 2 时 成 立 . 
今 假定 等 式 (1) 对 于 n 二 k 时 成 立 , 即 


fulz) fielx) … f(r) fulz) fiz (zx) 0 fu x) 


十 
二 faz) fulz) 


羡 falx) ez) … falr) 一 >》) 二 fa(z) Efalz) “oe EE fal) 。 


i=1 
JaCz) Joez) vaCz) 


要 证 明 等 式 (1) 对 于 n= 十 1 时 也 成 立 . 事实 上 ,有 
fu (lz) fiz (x) "flrrilr) 


fu lz) fu (zx) … fu (x) 


二 fulz) fz (x) “fierilz) 


firiilx) fitiz (Zz) 腑 提 firtrir+t1 (Zz) 
fi lx) 腑 则 fijs-1 Cx) fijri lr) = flirtilr) 


tl : : : : 
= 总 > (—1) fir; (x) faCz) ee fiyp Tfijri(z) oe firrilz) 
二 ! . . . . 


fulz) 咒 击 fij-1 x) FTCZ) 册 卉 frrril rx) 
fir) fj rfiinlr) firrlz) 


&+1 * * . : 
= DD po Df) fo Dims) we firnlz) 
和 1 : . . . 
fulz) ee frp Tf rT) frrrilz) 
Fulz) eo fj ftir) firrilr) 
nt 1 
一 2) (—1)*tit1 Jzf ri (7) falx) fiys-1 TIfiyriz) oe firilr) 
人 . . . 四 


fur) fy TO) oe firrilz) 
Fux) ee fi Rf nz) ee firrilx) 


+firu(z) 直 az fi ffir) firlr) 


az -Zi frrrilr) 


fu lx) “ flierilx) 


Ef) 及 出 后 frr Cz) 


fulxr) 机 fiy-1 Cx) fijr (zx) 及 制 flrtrilz) 


+1 


d d d 
十 >) Dn f(r) 2) falz) Dr) f(z) 
j=1 ， i=1 


fu (x) 机 frj-1 (x) iTCZ) 及 提 frrt1lz) 


fx) 及 抽 firri lx) 


d 
fn “"" 去 fritri (7) 


fu lz) 及 烛 fij-1 CT) fijti(r) “0 firrilr) 
d d d d 
C— DT fir, (x) dz fn 7) 2 dz fi (7) fri (7) | a ftri(7) 


fu (x) “* fijy-1C7T) frjrilr) 让 frrr1lz) 
f(z) 控制 firril7x) 
fui (x) “" 万 HGCZ) : : 


大 

: : d d 

一 “ “ + 2 Hf?) 人 dz 广 t+rl(Cz) 
(XT) dy (x) 一 
到 六 ra 区 dr 7 14+1 下 


i 


fi+ri1lXx) 四 frritri (x) 
fx) 及 提 firril zx) 


k+l 
d d 
= | 


frriilz) 村 PeiICZ) 


故 等 式 (1) 对 于 n= 十 1 时 也 成 立 . 
于 是 ,由 数学 归纳 法 知 , 等 式 (1) 对 于 一 切 正 整 数 n 均 成 立 . 
zx—1 1 2 
【988】 设 F(z) 王 | 一 3 3 , 求 下 (z)， 
一 2 ”一 3 xz 十 1 
提示 利用 987 题 的 结果 . 
解 ” 利 用 987 题 结果 ,有 


1 0 0 z 一 1 1 2 z 一 1 1 2 
F(zx)=|—3 x 3 | 十 | 0 1 0 | 十 | 一 3 x 3 
一 2 一 3 xz 十 1 一 2 ”一 3 7z 十 1 0 0 1 


三 (7? 十 x 十 9) 十 (x 一 1 十 4) 十 (x 一 x 十 3) 二 3(x? 十 5). 
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rT Xx x 


[989] 设 FCr)= 二 11 2zx 3x?|, 求 F(x). 


0 2 6 工 
提示 利用 987 题 的 结果 . 
1 2z 3z rx x x rr Xx: Xx 


解 F(x)=11 2r 3z| 二 |o 2 6z| 十 |1 2z 3zx:|=0+0+6(2z’—x’)=6z’. 
0 2 6x 0 2 é€zx 0 0 6 

【990】 已 知 函数 的 图 像 . 近似 地 作出 其 导数 的 图 像 . 

解 ” 先 由 给 定 曲线 y= 二 f(x) 上 一 点 M, 作 出 曲线 y 二 f(z) 上 的 对 应 点 M'. 为 清楚 起 见 , 作 两 个 坐标 
系 Ozy 及 O'zx'y’, 取 相同 的 单位 ,x 轴 与 zx' 轴 平行 ,y 轴 及 y 轴 平 行 且 在 一 条 直线 上 (如 图 2. 18). 

在 Oxy 系 内 画 出 曲线 y 二 f(x), 在 曲线 上 任 取 一 点 
M(x,f(z)), 并 作曲 线 在 点 M 处 的 切线 MN. 过 O'zx'y 系 
内 的 点 P( 一 1,0), 作 平行 MN 的 直线 PQ, 交 y 轴 于 点 
Q. 于是， 

OQ=tang= f ‘(x), 
即 线段 OQ 是 对 应 于 在 点 z 的 导数 / “(zx). 再 过 点 Q 引 
平行 zx 轴 的 直线 , 交 过 点 (x,0) 且 垂直 于 xz 轴 的 直线 于 点 
AM , 则 点 M 就 是 曲线 y = 二 f(x) 上 对 应 于 曲线 y= 二 f(z) 
上 点 M 的 点 . 

由 此 ,我 们 就 可 由 已 给 曲线 y= 二 f(z) 作出 曲线 y = 

三 (z) , 按 上 述 方法 ,在 曲线 y= 二 f(x) 上 取 若 干 点 : 

Mi Cr Gor)) (i=1,2,",n), 
且 在 Ory 系 ( 相 当 于 Oxy 系 ,这 是 为 了 方便 起 见 , 分 开 
画 ? 内 作出 相应 点 : 


Rd! Cxisf Cxi)) (i=1,2," ,7n). 
最 后 用 光滑 曲线 连接 Mi ,Mz ,… ,Ms 各 点 ,此 即 已 给 曲线 y 一 f(x) 对 应 的 导数 y = 王 f'(zx) 的 图 像 ,如 图 
2.19 所 示 . 


1 

M. | 
| | 1 y= f(x) 

| | | 
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，， 1 
sin ， xz 产 0， 
[991】 证 明 :函数 re mz， ?7 "有 不 连续 的 导数 . 
0， 一 0 
证 明 思 路 “ 当 zx 关 0 时 ,容易 求 得 /'(z) 一 2xsin 二 一 cos 荆 ; 当 一 0 时 ,由 定义 可 得 / (0) 一 0, 故 导 
数 /(z) 在 (一 co ,十 co) 内 有 定义 , 但 是 ,极限 limf “(zx) 不 存在 , 因此 ,x 一 0 为 “(x) 的 不 连续 点 ， 


证 当 z 关 0 时 ,f(x) 2zsin 二 cos 二 ,而 


f° = lim LA A = lim (Azsin - ) =0， 
故 F(z) 在 一 cc<z< 十 cc 中 处 处 存在 .但 当 z-*0 时 ,f(z) 并 不 趋向 于 任何 极限 ,所 以 ,f(x) 在 点 x 二 0 


处 是 不 连续 的 ,这 说 明了 f(x) 有 不 连续 的 导数 . 


. 1 
™ 一 ， 0O， 
【992 了 在 什么 条 件 下 ,函数 re 二 5 
0， I 二 0 


(1) 在 x=0 处 是 连续 的 ; (2) 在 x=0 处 可 微 ; (3) 在 +=0 处 有 连续 导数 ? 
提示 (1)n>0. 注意 当 n 一 让 (p,9 互 素 ) 且 g 为 偶数 时 ,只 考虑 f(z) 在 z==0 处 右 连 续 . 


(2)n>1. (3)n>2. 
解 (1) 当 n>>0 时 


limz” sin 工 = 0， 
I 


于 是 ,limf(z) 王 /(0), 此 时 ,f(x) 在 Zz 一 0 处 是 连续 的 ( 当 n= (p,q 互 素 ) 且 4 为 偶数 时 ,只 考虑 在 + 二 0 


处 右 连 续 ). 
(2) 当 zx]1 时 


lim 太 9 A —f(0) 


Ar—0 T 
于 是 ,f'(0)==0, 即 f(x) 在 z=0 处 可 微 . 


= lim (Azx)” !sin 0, 
Ar—0 AZ 


f(z)=nzr" lsin Lr cos 1 (Zz 天 0)， 
工 工 


故 limf "(zx) 一 0, 而 由 (2) 可 得 /(0) 一 0, 所 以 ,limf (z) 一 三 (0). 这 就 说 明 当 *>2 时 , 广 (z) 在 zx 一 0 处 是 
连续 的 . 
【993】 在 什么 条 件 下 ,函数 


ro 7sTzF， zx0， (m>0) 
0， 一 0 

(1) 于 坐标 原点 的 邻 域 上 有 有 界 的 导数 ; 

(2) 在 此 邻 域 上 有 无 穷 导 数 ? 

解 (1) 当 z 关 0, rE (一 8,8) (9>0) 时 ， 


一 . 1 
f(z)=n|zx|" ‘lss, [ET lzl. |x|" * cos [zr 


= 可 [zs Td ml rl" cos 加 = | 
由 于 -于 ，sin T=，cos T 均 为 有 界 数 ,于 是 , 当 xm 十 1 时 , 记 (z) 为 有 界 画 数 ( 易 知 此 时 六 (0) 一 0) 


(2) 在 此 邻 域 上 , 当 n 一 Cm 十 1) 过 0( 即 nn 过 m 十 1) 时 ,f(x) 无 界 . 另 一 方面 , 同 992 题 (2) 一 样 , 当 nn 二 1 


时 f (0) 才 存在 ,因而 ,所 求 的 条 件 为 
1<n<m++l1 (m>0). 
[994〗 设 f(z) 二 (zx 一 a)g(x) ,其 中 函数 p(x) 在 zx 一 a 处 是 连续 的 , 求 f(a). 
提示 利用 导数 的 定义 及 g(x) 在 xX 二 a 处 的 连续 性 . 
解 中 用 ea 十 az 一 Fa) lim S22 A 0 lim gat Azx), 


由 于 p(x) 在 x 一 a 站 连 , 攻 Maga4 As wa 于 是 ， 


e+ao 一 Fa 一 wa)， 


lim 
Ar-0 


即 三 (ea) 一 p(a). 
【99s】 设 f(z)= |z 一 aljp(Cz) ,其 中 p(Cz) 为 连续 函数 及 p(a) 天 0, 证明 :此 函数 在 a 点 没有 导数 . 


单 侧 导数 f(a) 及 f Ca) 等 于 什么 ? 
提示 ”注意 f(a)= 一 g(a) ,f(a) 一 g(a). 


人 g(a+Az) = P(a 十 Az)， Az>0， 


解 
各 一 p(a 十 Az)， Az<<0. 


lim = lim [一 p(c+Az)] 一 一 p(a)， 即 f° (ao 一 一 p(a)i 
一 Ar 一 0 


lim m = lim [p(a 十 Az)] 一 p(e)， 即 +(a) 一 p(a). 


由 于 p(a) 天 0, 故 f(a) 隆 f4 (a), 因 此 ,f(z) 在 a 点 没有 导数 . 
【996】 举 出 在 已 知 点 :al ,as,，"…,as 没有 导数 的 连续 函数 的 例子 . 


提示 已 知 y= |x 一 a | 在 + 一 a 处 连续 而 无 导数 . 由 此 ,可 令 ?一 》) |z 一 a |. 


kl 


解 ”我们 已 知 y= |x 一 a | 在 z=a 处 连续 而 无 导数 . 利用 这 一 点 ,我 们 作 一 个 函数 


y= 二 f(z)= >») | 一 ax |， 
它 在 al az,，…av 点 均 连续 ,而 在 这 些 点 均 无 导数 ， 
【997】〗 证 明 :函数 


cos 工 
f(z)= z 
0， Z 一 0 
在 点 x 二 0 的 任何 邻 域 上 都 有 不 可 微 点 ,但 在 该 点 是 可 微 的 . 


作出 此 函数 的 略图 . 
证 对 于 函数 f(x) ,我 们 有 


2 
mfD = =Ko- 机 z 


lim lim rr 
故 (0) 二 0, 即 在 xz=0 处 函数 顶风 
下 面 我 们 将 指出 对 于 x= 二 0 的 任何 邻 域 ( 一 8,6) (其 中 9>0) 中 ,函数 f(z) 总 有 不 可 微 点 .事实 上 , 令 


则 当 充分 大 时 ,总 可 使 0 二 xz, 过 5, 从 而 点 x €E (一 8,09). 对 于 这 样 的 点 zx, 有 
f (rn)=n 及 f(x)=—x, 

所 以 ， f ~ (xa) Kf ran). 

同 法 可 得 


f ~ (xanri ) 天 三 + (Xz2n+1). 
于 是 ,函数 f(z) 在 点 z 处 不 可 微 . 


函数 的 图 像 全 在 Oz 轴 上 方 ,包括 原点 ; 当 x 一 志和 时 ,f(z) 一 0, 且 “(zx) 不 存在 . 此 函数 的 略图 如 图 


2. 20 所 示 . 
[WW 
zz， Xz 为 有 理 数 ， 
9 证 明 : 二 二 0 . 
[998】 证 明 :函数 f(z) | 。 “为 无 下 数 仅 在 一 0 时 有 导数 
Te 一 AD 一 | 4Az 为 有 理 数 ， Jim /0+Az)— AO) ye 
证 A 0， Az 为 无 理 数 . 于 是 ,有 lim A 0, 即 f'(0)=0. 


其 次 ,对 于 任 一 点 x+ 关 0, 分 两 种 情形 讨论 函数 的 可 微 性 : 

(1) zx 为 有 理 数 . 取 一 无 理 数 数列 {z,} ; 且 limz, 一 z, 则 有 

fr)— fOr) lim 0—¥ 
—Xx 


I rTn 一 


lim 
rr rn 


由 此 可 知 ,函数 f(z) 在任 一 有 理 点 ( 关 0) 不 可 微 . 
(2) z 为 无 理 数 . 取 一 异 于 零 的 有 理 数 数列 {x } ,使 limz。 二 x+,， 则 有 


CO 。 


limZCza) f(D jim Fe 一 
到 一 Ta 了 rTn 
由 此 可 知 , 函 数 fx) 在任 一 无 理 点 也 不 可 微 ， 
总 上 所 述 , 函 数 f(x) 仅 在 zx 一 0 时 有 导数 . 
〖【999】〗 研究 下 列 函 数 的 可 微 性 : 
(1) y= | (z 一 1)(z 一 2)2(z 一 3)3 | 3; (2) y= | cosz | ; 
(3) y= | mr —zx’ | sin2z; (4) y= arcsin(cosx); 
Zl)?, |z| 委 1， 
(5) -| 4 
[zl 一 1， [zl>1. 


解 (1) 当 z 关 1 或 zx 关 2 或 I 关 3 时 ,函数 均 可 微 .现在 我 们 来 考虑 在 1, 2, 3 这 三 点 的 可 微 性 . 


Ay |Az| | CA 1D)z(Az 2): | ， 
AZ AZz 


i 47 ma- 
故 im AZ 8， lim ar 8. 


因此 ,limA2 不 存在 ,由 此 可 知 y 在 x 一 1 点 时 不 可 微 ， 
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(ji ) 当 x=2 时 ,由 于 


Ay— _1)3 .Ay_ 
A 一 4Az|(4Az 十 1)(Az 一 1)3 | ， limAax 0， 


因而 ,> 在 z 王 2 点 可 微 ; 
(让 》 当 = 一 3 时 ,由 于 


人 昏 =Az| (Az+2) (Azx+1)*Axr|, lim 钨 =0， 


因而 ,y 在 x 二 3 点 可 微 ; 


(2) y= lcosz | 在 z= 全 二 


r (& 为 整数 ) 点 不 可 微 . 


(3) y 一 | 到 一 妇 | sin2z 只 可 能 在 zx 一 士 x 的 点 不 可 微 . 
现在 我 们 来 考察 在 z= 一 x 及 x= 二 x 时 函数 y 的 可 微 性 . 


(1i1) 当 zx 一 r 时 ， 
4y_ | zf 一 (x 十 Azr)2 | sin2(r 十 Az) sinAzsinAz | 2rAz 十 (Az) 
Ar AZz AZ ar 一 0A 工 


所 以 ,函数 > 在 zx 一 r 点 可 微 . 
(i) 同 理 可 证 函数 y 在 x 一 一 x 点 也 可 微 .于 是 ,函数 y 一 | 到 一 妇 | sin?z 处 处 可 微 . 
(4) y 二 arcsin(cosz) 在 |cosx | 二 1 的 点 不 可 微 , 即 在 +=kx (& 为 整数 ) 的 点 不 可 微 . 
(5) 函数 y 对 于 |x| 关 1 的 点 均 可 微 . 现在 我 们 来 考虑 函数 y 在 |x | 一 1 点 的 可 微 性 . 


-7 TAT+2)?, Az<0， 
Ax 
1 ， AZzD0 
于 是 ， 
Ay_ Ay 
lim 全 及 im 1 


所 以 ， lim 全 二 1, 即 函数 > 在 z 王 1 点 可 微 . 


(Ci) wl 时 ， 
[ltaAr| 1 .i, Ar<<0， 
AXx 
乱 一 〈( 一 2 十 Az)(Az) 

4 1 1 ，， 

2 2 Az 十 4 (Azx)’, Azx>0. 
于 是 ， 
im =—1 及 lim Ar 一 0， 


所 以 ,函数 y 在 + 二 一 1 点 不 可 微 . 


求 晃 数 /(x) 的 左 导数 / - (z) 和 右 导 数 f(x). 设 : 
【10001 f(x)= |z|. 
解 ” 当 >z 天 0 时 , 易 见 


f(r)=f (x) lz sgnr; 


当 z=0 时 ， 


CO+Az) 一 (0) 1 一 1， Ar<0， 
4z 1, Azx>>0. 


所 以 ,ff (0) 王 1， ff 和 (0)= 一 1. 


lim 4>=0, 
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【1001】 (zxz) 王 [zjsinrz. 


解 ” 当 工 不 等 于 整数 时 ， 
f(z)=f 4 (x)=xLrlcosnr; 


当 z 为 整数 时 ,从 定义 出 发 得 
f (8)= lim Lg+Axjsinn(k+Ar) _ lim kcosknsin(nAz) kx(—1)*, 
Are+0 Ax ar- 二 0 AZ 


同 法 可 得 太 - (R) 一 r(R 一 1)( 一 1)， 


并 


cos 工 | ， 天 0， 
了 1002】〗 f(x)= 


0， 工 一 0. 
解 ” 当 z 关 元 千 7(* 为 整数 ) 时 (即使 cos 下 去 0 的 工 值 )， 


Lg 
cos 一 
Lg 式 工 | . zr 式 x . Xx T 
cos 一 | 十 一 sin 一 一 (cos 一 十 一 sin 一 )sgntcos 一 ); 
I I I I I 工 工 


Ls 
cos— 
忆 志 


f(r)=f% (7)= 


__2 \ 4 
当 zx 一 区 二 1 时 ,从 定义 出 发 易 得 


和 ( 坟 和 ) 一 一 于 于 x， 和 (友和 ) 一 全 款 1 (4 为 整数 ). 


F1003 f(x)= wsinz2 . 
解 当 V2kx 达 |x| 过 Vi2k 二 Tl)r (k=0,1,2,-…) 时 ， 
f+4(z)=f “(x)= 


Ea COSX’ 
sinzx’ 


当 x==0 时， 


一 A Vsin(Az)”  _] 一 Af_ sin(Az) | 
f4(0)= lim HM = lim 六 1; f° (0)= lim 妈 lim,| — fa |- 


当 x 二 V2kr (二 1,2,…) 时 ,我 们 有 
f (V2kr)= lim HM = lim VsinC V2kr + Az) 
Ax 


dim, 
= Jim sin[2Ax V2kr (Ar)’] , /2 V2kr |] =+o0; 
Ar 一 +0 2Ax wV2&r 十 (Az)? 并 
同 理 , 可 得 
ff (Vkr)=—o0 (k=1,2,.°); 和 4(CW(CZR 二 1)x) 一 干 co (一 1,2，…). 


一 一 一 ， Z 天 0， 
[1004] f(z)=J1+et 
0， 一 0. 
解 ” 当 <z 天 0 时 
1+(1+ 二 ) 时 
夏 -COz) 一 太一 一 一 一 一 一 一 
7 (1+et)? 
当 z==0 时 ， 
f° (0)= lim 上 0 二 Az) 一 Fo lim 1 一 1， 
Ar 一 一 0 Az co] 十 ez 
(0 一 lim 帮 CO 十 4Az) 一 Fo) lim 1 一 0， 
Ar 一 +0 Ax 和 一 +01 十 Ee 起 
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[1005] f(z)= V1 一 er” . 


解 ” 当 z 尖 0 时 ， 
_ 2 
ff (7)=f14(7)=—e—; 
1 一 e 二 
当 z 一 0 时 ， 
一 2 一 (ar) 
/ . fl0+Az)—f(0)_ |. vl-e 4 1 一 e 
/0 一 wm A wm A mn 《AT 
同 理 , 可 得 了 4 (0) 一 1 
Ki006] fCx)=|In|x|| (zx0)., 
解 当 |x| 关 1 时 ， 
ye Lr 1 .zl linlxll 
了 -一 +) 一 ln|z| |z| 工 Z lnlzl ” 
分 两 种 情况 : 
(1) 当 0<|z|<1 时 ,Fr (z) 一 六 (一 一 二 
Ci 当 | zl>1 时 ,jz 一 六 (z 一 二 
当 |z|==1 时 ， 
fi DD= lim ADT AD lim |inl+aAzl -lim |InC4aAz) 直 |= 一 Ine= 一 1， 
Ar 一 一 0 Ax ar 一 一 0 AZ hr- 一 -0 
同 理 , 可 得 和/- (一 D)= 一 一 1， /4( 士 1) 一 1. 
。 2 
【1007〗 f(x)=arcsin rp 
解 当 |z| 关 1 时 ， 
7 -二 A/ 一 1 .20+z)—4r_ 2(1 一 z) 2 2 
7 1 (te) UT) /rr I +); 
(二 到 ) 
当 >z=1 时 ， 
(1+Az)— f(1) arcsin TH LT ys —arcsinl 
f(D)= lim AltAD— /DD, lim —— 
Ahz- 一 0 Ax Ar——0 Az 
arcsin (1 十 Az)2: 一 1 arcsin (1 十 Az)2 一 1 (1 十 Az)2 一 1 
= lim 1+ +Azx) ji 1+(1+Axz)’ .| 1+(1l+Ax)’ 1 
Lr——0 AZ Ar™—0 (1+Azx)’:—1 Az “ 
1 十 (1 十 Az)2 
同 理 , 可 得 7- (一 1) 一 一 1， /40 一 一 1， 了 4( 一 1 一 1. 
1 
rioos] ro 人 2)arctan -一 7， Zz#2, 
0， Z 一 2 
解 当 zx 天 2 时 ， 
7 rf/ 一 Z 一 2 1 1 并 一 2 _ 
f-(r)=f +(7x) 0 ] 7 ca | arctan 7 一 7 trap 
工 一 2 
当 z 一 2 时 
7 (2 一 lim LA — (2) = lim arctan 去 = 一 等 ， 


同 理 可 求 得 /4 (2) 一 过， 
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. 1 
[1009] Weg 一、 7 了 0， 在 点 x=0 连续 ,但 在 此 点 既 无 左 导数 ,又 无 右 导 数 . 
0， X=0 
证 由 于 
tim f(z) =limzsin 二 =0=/(0)， 


所 以 ,f(z) 在 点 + 二 0 连续 . 


其 次 ,由 于 
fC(0+Azx)—f(0)_. 1 


Sin 9 
AX Ax 


不 论 Az 从 左 侧 还 是 从 右 侧 趋 于 零 ,此 极限 均 不 存在 . 因此 ,在 点 x 二 0 函数 f(z) 既 无 左 导数 ,也 无 右 导 数 . 


2 


并 
【1010】〗】 设 f(x)== 
7 az 十 D， Xx> ro. 


9 To 


为 了 使 函数 f(x) 在 点 x 二 x。 处 连续 而 且 可 微 , 应 当 如 何 选取 


系数 a 和 6? 
提示 注意 f(xo) 一 tz? 二 f(xo 一 0), f(xot+0)=axo+b,f (x0)=2x0,f' (xo)=a., 
解 。 f(xo)= 二 二 (xo 一 0), f(zo 十 0)= 二 axo 十 b. 当 友 三 azro 十 5 时 ,函数 xz) 在 点 .ro 连续 . 又 因 
(x0) 二 2xo ;了 14 (zo) 二 ay 故 当 a= 二 2xo 时 ,函数 在 点 z。 处 可 微 . 从 而 得 过 一 2z 十 5, 即 8 一 一 好 . 
于 是 ,所 求 的 系数 为 <“ 一 2zo，2 一 一 也 ， 
f(x), Xro, 
【1011】 设 F(zx)= 其 中 函数 f(z) 在 x 二 xo 为 左 可 微 的 .应当 如 何 选 择 系数 a 和 0， 
art+b, zx>xo, 
使 函数 F(x) 在 点 zo 处 连续 而 且 可 微 ? 
提示 “注意 F(zo)= flzo) 一 F(zm 一 0)，F(rz 二 0) 一 ar 二 pbE Cro) 一 (xo), F(xo) 一 a,1010 题 
即 为 本 题 的 特例 . 
解 F(zxo) 二 F(xo 一 0) 二 f(xo)， F(zxo 十 0) 一 axo 十 b. 当 f(xo) 一 azo 十 b 时 ,了 消 数 F(x) 在 点 xz。 处 连 
续 . 又 因 玉 (zxo)= 二 f(ro),F4 (zo) 二 a, 故 当 a= 二 f(zo) 时 , 表 数 F(z) 在 点 xo 处 可 微 . 
解 方程 组 7 即 得 所 求 的 系数 为 ae 一 三 (zo)， 6 二 f(zxo) 一 zof (zo). 
flxo)=axrotb, 
【1012】 适当 地 选 定 参数 A 与 c ,用 立方 抛物 线 
y=A(x—a)(r—b) (rx—ce) 


在 区 域 < 委 z 委 2 上 把 两 条 射线 : 
3 一 AZ 一 4) (一 co<7z<a) 及 y=k (xr—b) (Ort) 

光滑 地 连接 起 来 . 

提示 注意 在 接点 处 两 条 曲线 的 切线 重合 时 ,它们 就 光滑 地 连接 起 来 ,由 此 易 得 :在 点 = 一 a 处 ,有 
Ala 一 DD)(a 一 c) 二 ;在 点 X= 二 bb 处 ,A(b 一 a) (6 一 c) 二 k,. 

解 ” 对 于 立方 抛物 线 ， 

y=A[(r—D Cr—oOtr— a (+r a) (zr mb)], 

此 即 曲 线 上 在 任 一 点 切线 的 斜率 . 

当 接 点 处 两 条 曲线 的 切线 重合 时 ,它们 就 光滑 地 连接 起 来 ,此 时 应 有 相等 的 斜率 . 于 是 ,有 

(Ci ) 在 点 x 二 a 处 ， 


Ala—b)(a—ce)=hk; (1) 
(ji ) 在 点 x 二 6 处， 
A(b—a)(b— ce) =k,. (2) 
联 立 (1) 和 (2) 式 , 解 之 得 
二 外 十 外 ， ak + bk 
(bp—a)? ki 二 ka 
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[1013】 用 抛物 线 y 一 ac 十 6rz(|1z| 去 c)( 其 中 wa 与 5 为 未 知 的 参数 ) 去 补充 曲线 y= |z| > 之 c) 的 


部 分 ,以 便 得 到 一 条 光滑 曲线 . 
提示 星 见 c 盖 0, 注 意 在 点 Z 一 < 处 ,有 


4 


2 
及 a 十 bo 一休. 


Ctez') | 一 (下 [) 
由 对 称 性 可 知 ,在 点 z= 二 一 c 处 , 按 上 述 条 件 求 得 的 系数 a 与 b 也 使 两 曲线 光滑 连接 . 
解 ” 显 见 c>0, 和 否则 在 点 +=c 处 就 不 可 能 形成 一 条 光滑 曲线 . 此 时 ,在 点 x 一 c 处 两 曲线 的 切线 斜率 相 
等 , 旦 有 相同 的 纵 坐 标 . 于 是 ,有 


工 一 < 


2 7 2 
/7 _/m 2 
Cator)y| =( 玫 [) 及 aoc 一生 
2 2 2 2 
从 而 得 25c 一 一 思 ,ao 十 bc 一 对.. 解 之 ,得 < 一 3 ,5 一 一 对. 
c C 2c 2c 


由 曲线 的 对 称 性 可 知 ,在 点 x 二 一 c 处 , 按 上 述 系数 a 与 所 确定 的 曲线 > 一 “十 bz: 与 曲线 > 在 [也 


连 成 一 条 光滑 曲线 . 

【1014〗 车 :(1) 函 数 f(z) 在 点 ze 有 导数 ,而 函数 g(x) 在 此 点 没有 导数 ;(2) 孙 数 f(x) 和 g(x) 二 者 在 
点 z 都 没有 导数 ,可 否 断 定 它们 的 各 F(z) 二 f(x) 十 g(xz) 在 点 x 二 x。o 没有 导数 ? 

提示 。(1) 能 . 易 证 . 


(2) 不 能 . 例如 ,f(z) 一世 z|, gz 一 2 ,在 点 z= 二 0 处 ， 


解 (1) 能 . 因为 


AFCz) Af(zx) 十 AgE(Cz) 
Arz AZ Az ” 


当 Az 一 0, 上 式 右 端 第 一 项 的 极限 存在 ,而 第 二 项 的 极限 不 存在 ,因而 当 Az~~0, 左 端的 极限 也 不 存在 (否则 


差 8 5 于 一 全 人 一 人 太守 的 极限 就 存在 ,与 g(z) 不 可 导 相 矛 盾 ), 这 说 明 F(z) 在 点 mw 处 没有 导数 . 


(2) 不 能 . 例如 ， 


7(z)=2| | ， sg(D=2 2 ， 


它们 在 点 +=0 处 都 没有 导数 ,但 它们 的 和 F(x) 二 f(x) 十 g(x) 二 x 在 点 z+ 二 0 处 有 导数 且 为 1. 

【1015〗】 若 :(1) 函 数 f(x) 在 点 x。 有 导数 ,而 函数 g(x) 在 此 点 没有 导数 ;(2) 在 点 re 函数 f(x) 和 g(x) 
二 者 都 没有 导数 ,可 否 断 定 他 们 的 积 (x) 二 f(x)g(x) 在 点 x=xo 没有 导数 ? 

提示 (1) 不 能 .例如 ,f(z) 一 x,g(7) 二 |x| ,在 点 = 二 0 处 . 

(2) 不 能 .例如 , f(x) 一 g(x) 二 |x| ,在 点 工 一 0 处 . 

解 (1) 不 能 . 例如 , f(x) 二 z 在 点 x 一 0 处 有 导数 ,g(x) 二 |z| 在 点 z=0 处 没有 导数 ,而 它们 的 积 

F(x)=f(z)g(zr)=x|z| 
在 点 x 一 0 处 有 导数 .事实 上 ， 
limacz 一 im 人 zz 一 0 "|0| - lim | Ax | =0, 


Ar-=0 ww Ar 一 0 


即 有 下 (0) 一 0. 
(2) 不 能 . 例如 ， 
fz)=|zr|, g(x)=|z|, 
在 点 z 一 0 处 它们 都 没有 导数 ,但 它们 的 积 
F(z) 一 GOz)g(Cz) 一 (| zx|):= x, 


在 点 z 一 0 处 有 导数 , 且 已 (0) 一 2z| ,一 0. 
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【1016】 若 ;(1) 函 数 f(z) 在 点 zx 一 g(zo) 有 导数 ,而 函数 g(z) 在 点 z 一 zo 没有 导数 ;(2) 函数 f(z) 在 
点 z=g(zo) 没 有 导数 ,而 函数 g(z) 在 点 x 二 zo。 有 导数 ;(3) 函 数 f(x) 在 点 z 一 E(zo) 没 有 导数 及 函数 g(x) 
在 点 x 二 zx。 没有 导数 , 则 函数 F(z)= f[g(zx)j 在 已 知 点 x 二 zxo 的 可 微 性 怎样 ? 

提示 〈1) 不 定 . (2) 不 定 ，(3) 不 定 . 读者 举例 . 

解 (1) F'(zxo) 可 能 存在 ,也 可 能 不 存在 .例如 ,考察 函数 F(z)、g(z) 及 点 zo 如 下 : 

(1) f(z)=zxi,g(z)==|zx|, 点 xzx=0, g(0)=0. 了 ‘(0)= 二 0, g'(0) 不 存在 ; 而 F(x)==f[g(x)j]= 
(|zx1)?==x?:，F(0) 二 0, 这 是 FY (zo) 存 在 的 一 例 . 

(Ci) f(z)=x, g(x) 二 |x|, 点 x=0, g(0) 二 0. 了 (0) 二 1, g (0) 不 存在 ; 而 下 (z) 一 AFLg(Cz)] 一 
jz|,， (0) 不 存在 . 这 是 F (zo) 不 存在 的 一 例 . 

(2) F'(zo) 可 能 存在 ,也 可 能 不 存在 . 例如 ， 

(C1) fz) 二 |z|, g(x) 二 zx?, 点 z= 二 0, g(0) 二 0. F (0) 不 存在 , g'(0) 存 在 , 且 等 于 零 ; 而 F(z) 一 
fig(z)]==|z? | 二 x?, FY'(0) 存 在 , 且 等 于 零 . . 

(ii ) f(z)=|z|, g(x)==x, 点 x 二 0, g(0) 二 0. 而 F(Cz) 一 ALg(Cz)] 一 |z| ，F (0) 不 存在 ， 

(3) F'(zo) 可 能 存在 ,也 可 能 不 存在 . 例如 ， 


(C1) f(zx)=2z+ |x|, g(z) 一 也 x 一 言 |z| ， 点 < 一 0，g(0) 一 0. 则 f’(0) 及 g'(0) 均 不 存在 ; 易 知 


F(D= ALe(z]=2( 达 z 一 去 |z| ) 十 | 全 z 一 去 |z| | 一 = 因此 FC0) 存 在 有 等 于 1. 

(ii) f(x) 二 |zx|, g(x) 二 |x|, 点 x 二 0, g《0)= 二 0. fC(0) 及 g(0) 均 不 存在 ; 而 F(x) 二 f[g(x)]= 
|z| ,FC0) 也 不 存在 . 

【1017】 函数 y= 二 x 十 Vsinz 的 图 像 在 哪些 点 处 有 竖 直 切线 ? 作出 此 图 像 . 


解 y= 二 1 十 59 
3 Vsinix 


当 x 二 kx 时 ,容易 直接 算出 


(xz 天 Rrik 一 0, 士 1,…). 


- 


> 


_ Ay_ KRr 十 AZz 十 Vsin(Rn FAz) 一 Ar 
lim 一 “一 lim 
z=kx hr Ar-0 Ax 


3 
i (—1) sinAx \_ 
lim(1+Y 扶 瞩 本 ) , 
故 当 Z 一 Ar(R 一 0, 土 1, 士 2,…) 时 有 竖 直 切线 . 


当 z 一 Ar 时 ,yy 一 Ar; 


2k 十 1 
当 z 一 2 TT 时 ,y= 二 x 土 1， 图 2.21 


其 图 像 如 图 2. 21 所 示 . 

【1018J 函数 f(z) 在 其 不 连续 点 可 否 有 :(1) 有 限 的 导数 ;(2) 无 穷 的 导数 ? 
提示 〈1) 不 能 .， (2) 能 .例如 ,f(xX) 二 sgnz, 在 点 二 0 处 . 

解 (1) 不 能 . 否则 由 此 可 推出 其 连续 性 . 

(2) 能 . 例如 ,y= 二 f(z) 二 sgnz 它 在 点 x==0 不 连续 ,但 


Ay_ Arz _ 1 、 > 
和 Az TazT 十 ce 〈Az 一 0). 


【1019】 车 函数 (x) 在 有 限 的 区 间 (Ca,8) 上 可 微 , 且 lim FCz) 一 co, 则 是 否 必 有 
(1) lim £ (x)=00; (2) lim |f’(x)|=+o0? 
Ya 十 0 zrat0 


解 〈1) 一 般 地 说 ,不 能 保证 lim F(z) 一 co， 例如 ,对 于 (0, 筷 ) 内 定义 的 函数 


一 工 1 
f(zx)= = 十 cos 元， 


显然 有 lim A(z) 一 oo. 但 是 ,让 (z) 一 一 上 吉 十 点 sin 工 , 对 于 特殊 的 一 申 数 xz 一 
十 0 z 立 z 2k 


了 (zi) 二 0, 所 以 ,limf (xn) 二 0, 因 而 ， lim f(x) 一 不 成 立 . 


(2) 必 有 lim | f(z)|=o%. 
由 于 f(z) 在 (a,b) 连 续 , 且 lim jz) 一 c, 故 f(z) 在 点 +=a 的 右 近 旁 保持 定 号 ,从 而 必 有 lim f(z) 
二 十 oo 或 lim f(x) 二 一 0, 显 然 可 设 前 者 成 立 ( 否 则 ,考察 函数 一 了 zx) 即 化 为 前 者 ). 再 通过 对 自 变量 作 代 
换 1 二 a 十 5 一 x 可 知 , 我 们 只 需 证 明 下 面 的 命题 : 
若 函 数 f(x) 于 有 限 的 区 间 (A,B) 上 可 微 , 且 
lim f(x)=+%, (1) 
则 必 有 
lim | 7 (zy | = 十 co. (2) 
现在 给 出 上 述 命题 的 证 明 如 下 : 
由 (1) ,对 于 任 给 Mo >0, 存 在 训 >0, 使 当 zE[LB 一 9 ,B) 时 ,有 
f(x) 宇 M。 (Bo 委 z<B, 其 中 Bo 一 B 一 2 ). 
记 了 P= 二 (Bo,f(Bo)), 有 f(Bo) 之 Mo. 为 证 (2) ,我 们 采用 反 证 法 . 设 存 在 K 汪 >0, 使 
|If’(2 ISK (rELB,,B)), 
则 将 引出 矛盾 . 论证 如 下 : 
今 过 P。 作 斜 率 为 2K 的 直线 
1:Y 一 (Bo) 一 2KCz 一 Bo). (3) 
它 与 x 二 B 垂 线 相交 于 一 点 Q, 其 纵 坐 标 为 
ya=f(Bo)+2K(B—B,)= f/f(B,)+2K6,, 
记 M 一 帮 Bo) 十 2K6, 则 ya 二 Mi, 它 是 直线 1 在 LB。,B] 上 的 最 大 值 . 
对 Mi 而 言 ,由 (1) 可 知 ,存在 zzE(Bu,B) 使 FCzz)>Mi , 即 点 Ps 二 (zz ,f(zz)) 位 于 1 线 之 上 方 . 


另 一 方面 ,由 在 zx 一 Bo 点 f(z) 的 可 微 性 ,在 二 B, 右 侧 邻 域内 ,对 于 任 给 a 之 0( 取 日 << 邯 ), 存 在 8 使 


当 0< |z 一 z|<G 时 ,有 


<a < 地 


_ f(z)— f(Bo) 
zx— Bo 


| 7 


于 是 , 当 0 过 |x 一 xo | 过 8 时 ,有 


f(x)— f(Bo) 
Tz—Bo 


即 有 在 r 曲线 y= 二 f(z) 上 : 当 0< 过 |z 一 Bo | 过 8 时 ,有 
1f(2)—f(B) | 天 半天 |z 一 有 | ， (4) 


f(z)—f(Bo) 


TTXo 


=3. 
一 也 天 


刀 | F(CB。) | 十 一 1"CB)|<K+e<K+ 


今 取 ZX1 > Bo. 使 Xl Tz 多 Zi<< 了 Bo 十 2. 于 是 ,由 (3) 式 和 (4) 式 知 
f(z)—f (BY)<HKCn—B)<2K(z Bo)=Y(r)—f(B), 


故 Fz)<Y(Cr), 即 点 (zjzi)) 位 于 直线 /之 下 方 .考虑 连续 函数 
G(X)= f(x)—Y(z), 
我 们 取 
c= inf {xz1G(z)>0}, 


EE [zl 'Iy 


则 由 CCz)<0，G(Crs )>0, 易 见 c 是 存在 的 ,而 且 GCe)=0. 它 也 就 是 连续 函数 G(z) 的 一 个 中 间 值 点 . 
考虑 zz 之 zc, 则 有 GCCz)>0, 即 在 c 点 附近 且 z>>c 时 ,有 f(z)>Y(z). 从而， 


39 


for)— fF>Yr)— f=Y(r) Ye). 


注意 r 一 c 之 0, 故 又 有 ( 当 x 之 c, 且 在 c 附近 时 ); 
/Df Ho ， 
上 式 两 边 取 极限 (让 x 一 c 十 0) ,并 注意 到 函数 的 可 微 性 ,及 (c 十 0) 王 三 (c) ,于 是 有 
f' (FY (c=2K. 

此 处 cE (zi ,zz)CLBo,B), 这 个 不 等 式 与 | f(x) | 三 K 式 相 抵触 . 因此 f(z) 当 xELB。,B) 时 是 无 界 的 . 
这 就 完成 了 (2) 的 证 明 , 从 而 ,命题 获 证 . 

注 ” 若 利用 以 后 的 拉 格 明日 定理 , 则 可 很 简单 地 证 明 此 结论 . 

【1020】 设 函 数 f(x) 在 有 限 的 区 间 (a,6) 上 可 微 ,上 且 lim f(x) 一 吕 , 是 否 必 有 lim jz) 一 co? 


提示 。 不 一 定 .例如 , f(z) 二 Vr, 在 (0,6) (b>>0) 上 . 
解 ”不 一 定 . 例如， 


f(x)=Y7, 


它 在 (0,b)(6>0) 上 可 微 , 且 (7x) 二 一 二 一， lim 了 (x)= 十 吕 , 然 而 lim f(x)= lim 一 0. 
3 vr’ r+0 r+0 rr+0 


【1021】 设 函 数 /(z) 在 区 间 (zo ,十 co) 上 可 微 , 且 lim f(x) 存 在. 由 此 能 否 推出 lim f(z) 存在 ? 
提示 不 能 . 例如 ,函数 f(x) 一 2, 在 (0, 十 oo) 上 . 
解 不 能 . 例如 ,函数 


sin(z2 ) 
Tx 9 


zz) 一 


它 在 (0, 十 oo) 上 可 微 ,f (x) 二 2cos(z*) 一 SF 2 lim f(z) 一 0. 然 而 lim /“(z) 不 存在 , 

【1022】 没有 办 函数 /Ca) 在 Co ,上 < 上 可 艇 下 lim 7/ (z) 存 在 . 由 此 可 否 推出 有 限 的 或 无 穷 的 
lim f(x) 存 在 ? 

提示 不 能 .例如 ,函数 f(r) 二 cos(lInz), 在 (0, 十 co) 上. 


解 ” 不能. 例如 ， 
f(x)=cos(lnz), 


它 在 (0, 十 oo) 上 有 和 界 且 可 微 ,其 导数 为 了 (x) 一 一 2 ,同时 有 lim /“(z) 一 0. 然而 lim f(z) 不 存在 . 


【1023】 对 不 等 式 可 否 逐 项 微分 ? 
提示 不 可 以 .例如 ,在 (一 co,0) 上 有 2x 三 zx! 十 1. 
解 ”一 般 地 说 不 行 .例如 ,在 (一 se,0) 上 有 
2x 志 xX! 十 1， 
但 在 此 区 间 上 不 能 对 此 不 等 式 逐 项 微分 ,因为 在 (一 cp,0) 上 不 等 式 2 委 2z 不 成 立 . 
【1024〗 导出 求 和 公式 : 
P,=1 十 2x 十 3x? 十 … 十 nx” 1， 
Q, = 十 2x 二 3 十 二 1 
解 题 思路 ” 令 PP, 二 x 十 区 十 训 十 十 x",@Q, 二 1 ZX 十 2 十 3 十 … 十 nr", 则 有 (五 ,) 一 P,,(G) 一 Q， 
及 QQ, 一 zP,. 当 7z 天 1] 时 易 得 PP,, 从 而 可 得 已 及 Q,, 至 于 当 z 一 1 时 巴 有 熟知 的 求 和 公式 . 
解 设 PB, 一 zx 十 十 十 … 十 x"， (1) 
到 ,一 1 。z 士 2z2 十 3z3 十 。… 十 ?azn， (2) 
则 (BP,) ==1 十 2x 十 37x? 十 … 十 nx”! 二 P，， (区 一旦 十 227 十 32z2 十 … 十 pz2xn1 一 Q,. 
另 一 方面 ,由 (1) 式 得 
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(Z 天 1). 


由 于 (五 ,) 一 已 , 即 
[=2] =P,, 


1 一 工 
于 是 ,得 
Pp 1 m+D rt+nr) 
" (1—zx)’ “ 
由 (2) 式 得 


忆 , 一 rz(1 十 27 十 … 十 mx 1)= 二 xP,. 
由 于 (Q) = 二 Q,， 所 以 ,(xP,) 一 Q,, 即 


也 ,十 zP, 一 Q,. 
而 
Pp’ 1 一 (n+1Dr +nr"*! 1] 
” (1~—x)? 
[—nCntl)xr" nntlD)r jx) T2011—x)[1— (nt+l)r tnz"!'! | 
(1—x)! 


将 已 , 及 已 代入 (3) 式 , 即 得 


Q.= 1 十 x 一 Cn 十 1)? x 十 (2n? 十 2n 一 xr! 一 1? 
” (1— zx) “ 
当 zx=1 时 已 有 熟知 的 求 和 公式 . 


【1025】 导出 求 和 公式 : 


S, 二 sinr 十 sin2x 十 … 十 sinnx， 
T, = 二 cos7x 十 2cos2X 十 … 十 ncosnx. 


解 题 思路 ”利用 三 角 积 化 和 差 公式 , 易 得 


2sin 。S,=cos 了 COs 2 一 2sin sin x， 再 注意 到 T, 二 (S,) 即 获 解 . 
解 S. 一 1 二 | 和 到 sinz 十 2sin 到 sin2z 十 … 十 2sin Eso] 
2sin 二 
2 
一 = z | (ee 子 一 cos 罕 )+(eos 至 一 cos 绎 )+… 二 (cos Se cos 2 | 
sin 二 
2 
z 2n 二 1 sin sin Fx 
一 (cos cos zx) 
- 2 2 。 
2sin 了 sin 了 
sin 2 sin 2 十 1， 
即 S, 一 2 2 
in 立 
sin 也 
又 因 
[ncos sin + (2 十 1)cos lzsin 至 |san 去 COS 地 sin sin lz 
T, =(S,)’= 
2sin? 序 2sin 到 
n (sin 2 十 1zeos 环 十 cos 2 十 1 sin 至 ) sin 芝 in 衬 ( in 2 十 1 a 2 十 1sin 工 
_ 3 2 2 2 2 sinSlsin Tg zcos 了 cos psin,5 
2sin’ 误 2sin? 序 
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(3) 


) 


_ nsin Fsin 3 TS 7 
2sin 地- 
. TX. 2n+l1l .2: nz 
nsin 了 sin Xsin 本 
所 以 , TT, 二 工 
2sin? 可 
【1026】 利用 恒等式 
之 cos 之 . ,Sinz 
cos 了 Os Hs 一 
2"sin 2 
2 
推出 求 和 公式 ， 
二 tan 这 十 二 tan 这 十 … 十 十 tan 之 
S, 一 本 tan 也 十 Ttan 本 十 十 加 tan pr 
解 题 思路 ”对 等 式 
工 工 TT_ sinz 
cos Fos Hs (1) 
2"sin 7 
2 
两 端 分 别 求 导 , 得 
一 村 sin 三 cos 王 …cos 下 一 工 oos 三 in cos cos 太一 二 cos 三 cos 工 Sin 2 
2 2 A 4 2 2 4 2 
coszrsin 学 一 1 sinzcos 竺 
-2 本 
2"sin? 高 
(2) 二 (1), 即 可 获 解 . 
解 ” 对 等 式 
cos 工 cos 工 …cos 工 一 一 sz (1) 
2 4 " nx. 
2"sin 芭 
2 
两 端 分 别 求 导 数 , 即 得 
一 工 ai 于 cos 工 .…ceos 实 1 cos 和 sin 工 cos 工 …cos 之 1 cos 并 cos 工 .…sin 世 
2 8 2 2 2 
. 1 . 
coszsin 记 一 Sinxcos 训 
rs (2) 
2" sin? 六 
(2) 一 (1) 得 
ln in .tan ocotr—deot 
tan 也 一 二 tan 本 ortan 六 一 cotz 一 和 cot pn» 
所 以 ， 
1 I 1 I 1 Tl 工 
2 tan 5 十 1 tan +t tan tcotr. 


【1027】 证 明 : 可 微 偶 函 数 的 导数 为 奇 函 数 ,而 可 微 奇 函数 的 导数 为 偶 函 数 , 给 出 这 个 事实 的 几何 解释 . 
提示 ”利用 夺 、 偶 函数 定义 ,两 端 求 导 即 易 获 证 . 
证 设 f(z) 为 偶 沙 数 , 则 f(x)==f( 一 zx). 两 端 微分 之 ,得 
f(z)=—f(—z), 即 (一 站 一 一 广 (z)， 
这 就 说 明 f(x) 是 奇 函 数 . 同 理 可 证 :可 微 奇 函 数 的 导数 为 偶 函 数 . 
这 个 事实 说 明 : 凡 对 称 于 Oy 轴 的 图 像 , 其 对 称 点 的 切线 也 关于 Oy 轴 对 称 ; 凡 关于 原点 对 称 的 图 像 , 其 
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对 称 点 的 切线 互相 平行 . 
【1028】 证 明 : 可 微 周期 函数 的 导数 仍 为 具有 相同 周期 的 周期 函数 . 
证 设 Az) 为 周期 函数 ,周期 为 了, 则 
f(r+ DD)= f(r). 
两 端 微分 之 ,得 
f(xt+T)=f (7), 
这 说 明 A (x) 为 具有 周期 工 的 周期 函数 ， 
【10293〗 若 圆 半径 以 2cm/s 的 速度 匀速 增加 , 则 当 贺 半径 R= 10cm 时 , 圆 面积 增加 的 速度 如 何 ? 
解 ” 设 圆 面积 为 S, 则 S=xR?， 


d5 一 2 RI = z 
dt [a 2xRT Ro 40r (cm’/s), 


故 当 尺 为 10cm 时 , 圆 面积 的 增加 速度 为 40xcm?/s. 

【1030】 和 矩形 的 一 边 * 一 20m, 另 一 边 > 一 15m. 车 第 一 边 以 1m/s 的 速度 减少 ,而 第 二 边 以 2m/s 的 速 
度 增加 , 问 这 矩形 的 面积 和 对 角 线 变化 的 速度 如 何 ? 

解 面积 S 一 zy， 对 角 线 /二 VT 十 (x 之 0,y>>0), 对 i 求 导数 , 即 得 


dr ,dy 
dS_ dy ,dz 及 dd Yd 
df “dt Yd dt Vr 
、 dx dy 半 
按 题 设 ,有 z 20,y 15 ,二 lo 2, 代 入 上 面 两 式 ,得 
dS_ _1) .15= W2042.15_ 
-02 DD 12, gq- ii 一 0 人 


于 是 ,该 矩形 的 面积 的 变化 率 为 25m? /s, 而 对 角 线 的 变化 率 为 0. 4m/s. 

【1031】 二 轮船 A 和 B 从 同一 码头 同时 出 发 . A 船 往 北 ,B 船 往 东 . 着 A 船 的 速度 为 30km/h, B 船 的 
速度 为 40km/h, 问 二 船 间 的 距离 增加 的 速度 如 何 ? 

解 ” 记 时 间 为 :(h) ,A 与 B 离 码 头 的 距离 分 别 为 30: 与 40((km) ,注意 成 直角 情形 , 故 两 船 间 的 距离 为 

d(#)= V(30t)7+ C407 =50t, 
故 两 船 间 的 距离 增加 的 速度 为 
d (1)=50km/h. 
【1032】〗 设 
， 0<z 魏 2， 
27z 一 2， 2<xz<< 十 co， 

又 设 SCz) 表 示 由 曲线 y 二 f(z), 轴 Oz 及 通过 点 x (zx 守 0) 且 垂直 于 
Oz 的 直线 三 者 围 成 的 面积 . 写 出 函数 SCz) 的 解析 表达 式 , 求 出 导数 
S'(z) ,并 作出 函数 > 一 S(z) 的 图 像 . 


解 当 zE[0,2] 时 ,SCz) 一 元 
当 zE(2, 十 ce) 时 ， 


f(7)= 


S(z) 一 于 2 十 十 (z 一 2)[2 十 (2z 一 2)] 一 习 一 2z 十 2. 图 2.22 


工 ， 0 和 xz 委 2， 


从 而 有 S'(x)= (图 2. 22) 
2z 一 2， 2<<z<< 十 co. 


【1033】 函数 SCz) 是 由 圆 弧 y= az 一刀、 轴 Oz 及 通过 点 O 和 z(|z| 委 ec) 且 垂 直 于 轴 Oz 的 两 条 直 
线 四 者 围 成 的 面积 . 写 出 函数 SCz) 的 解析 表达 式 , 求 出 导数 S'(x) ,并 作出 其 导数 y 一 SCz) 的 图 像 . 
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解 、S(z) 是 由 一 个 直角 三 角形 和 一 个 中 心 角 为 «的 扇形 组 成, 其 中 sina 一 | 开 , 故 当 0<|z|<a 时 ， 


2 
S(z)= ll va —zx 十 分 arcsin lzl. 


于 是 ， 
S'(zr)=1 上 | /2 
2 2 PE 

十 于 工 .jz 

2 zx: a 并 
la 
EE 2 

=l| Ve /asgnr (0< | z| 委 a). 图 2. 23 


函数 > 一 SCz) 的 图 像 如 图 2. 23 所 示 . 函数 y= 二 S'(z) 的 图 像 就 是 以 原点 为 中 心 ,a 为 半径 的 圆周 上 位 于 
第 一 及 第 三 象限 的 弧 段 ,但 不 包括 (0,a) 点 及 (0, 一 4a) 点, 图像 省 略 . 


8 2.。 反 函 数 的 导数 . 用 参数 形式 给 出 
的 函数 的 导数 . 隐 函 数 的 导数 


]” 反 函数 的 导数 导数 f(x) 隆 0 的 可 微 函 数 y 二 f(x) (a 过 x 过 站 具有 单 值 连续 的 反 函 数 z= 广 !:(y)， 
此 反 函 数 也 可 微 ,并 且 成 立 公式 


2” 用 参数 形式 给 出 的 函数 的 导数 ”车 方程 组 
T= g(t), 
y= yi), 
其 中 p(t) 和 yj) 为 可 微 函 数 , 且 yg (1) 关 0, 在 某 区 域内 确定 y 为 zx 的 单 值 连续 函数 : 
y=y(g ' (zx)), 


(a<it<P) 9 


则 此 函数 的 导数 可 用 公式 


~~ 


ry 
Yr rr 
求 出 . 
3” 隐 函数 的 导数 ” 若 可 微 函 数 > 一 >(z) 满 足 方程 
F(zx,y)=0, 


则 此 隐 函 数 之 导数 y 二 y (zx) 可 从 以 下 方程 求 得 : 
[FC]=0, 
其 中 F(zx,y) 是 变量 z 的 复合 函数 . 
【1034 证 明 : 由 方程 y 十 3> 一 上 确定 的 单 值 函 数 > 一 y(z) 存 在 ,并 求 它 的 导数 y'. 
证 对 函数 z= f(y) 二 十 3y 有 
f(y)=3y+3=3(y:+1)>0 
其 中 > 为 任意 实数 , 故 f(y) 是 严格 增 大 的 (在 一 2 二 y 过 十 oo), 因 此 存在 单 值 的 反 函 数 y= 二 y(zx)( 一 co 二 x 
二 十 co), 且 
rr_1 1 
> zx 3 FI) 
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【1035】 证 明 ; 由 方程 y* 一 esiny= 一 zx(O<e<1) 确 定 的 单 值 函数 > 一 y(z) 存 在 ,并 求 其 导数 y:. 
提示 仿 1034 题 的 证 明 ,并 利用 反 函 数 的 求 导 公式 . 
证 对 于 函数 xz 二 f(y) 二 y 一 esiny 有 
f(y)=1—ecosy>0 (0&e<1). 
故 f(y) 在 (一 oo, 十 co) 上 是 严格 增 大 的 ,从 而 反 函 数 > 一 >(z) 存 在 且 是 单 值 的 , 且 


rl 1 


Mi Tz l—ecosy. 


【1036】 设 :(1) y= 二 zx 十 lInx (x 之 0); (2) y= 二 x 十 e*; (3) y=shx; (4) y=thzx. 
求 它 们 的 反 函 数 x 一 x(y) 的 存在 域 ,并 求 它们 的 导数 . 
解 〈1) 由 闪 一 1 十 二 >0 (xz>0) 知 有 单 值 连 续 反 函 数 zx= z(?)， 其 存在 域 为 一 co<y< 十 co, 而 导数 


dz _ 1 1 工 


dy y + xz 


(2) 由 闪 王 1 十 e>>0 知 有 单 值 连续 反 函 数 x 二 x(y) ,其 存在 域 为 一 co<y< 十 co ,而 导数 


dr 1 1 1 
dy dy 1+er 1—z+ty 
dx 
(3) 由 六 一 chz>0 知 有 单 值 连 续 反 函数 z 一 z(?) ,其 存在 域 为 一 co<y< 十 co ,而 导数 
dx 2 1 


其 中 因为 zx 一 In(y 十 V1 十 yy ), 所 以 ,e* 十 e-* 二 2 Vi 十 y. 
(4) 由 炉 二 Toiizz>0 知 有 单 值 连续 反 函 数 x 一 x(y) ,其 存在 域 为 一 1<y<1. 由 于 


pz shix_chiz—l 
y 一 由 了 chz 工 chix “ 


1 
1 一 y 


而 chzz 一 睛 一心 ,于 是 , 反 函 数 的 导数 虹 一 
Yr dy 


pa 


【1037】 设 :(1) y=2x: 一 x+; (2) = (3) y=2e "7—e 2*., 
选 出 反 函 数 zx 一 z(y) 的 单 值 连续 的 各 支 , 求 它们 的 导数 并 作 其 图 像 . 
解 (1) 刀 一 2z2 十 ?一 0. x 二 1 土 V1i 一 y. 单 值 连续 的 各 枝 为 
T=— Vl+vVl—y (一 co<<y 委 1)， | 


Zz 一 一 V1 一 V1 一 >y (0 委 y 魏 1)， 
zs 一 V1 一 V1I 一 y》 (0 委 ?7 魏 1)， 
Zi 一 V1 十 V1I 一 y》 (一 cc<y 委 1). 


由 y 一 2z: 一 z ,微分 得 1 一 4z Ear dz, 
dy dy 


— 


国 


i 


全 dr_ 1 | 
所 以 ,dy 47 一 425" 从 而 有 
dx; 1 : 
dy 4z0L 一 地 ) (一 1,2,3,4)， (图 2. 24) 
2 上 
z2 ， yy 
(2) ji 十 头 一 六 即 空 一 [之 5 单 值 连 续 各 支 为 2 


一 >» — 
TNIs' AMV 这 5， (0O<y<1). 
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/2z dz dz _ (+r)’_ 7 ,0 时 
由 ye 一 (TT 全 dy 一 六 "及 2 2 当 克 


和 一 (sgnz) (十 cc) (i 二 1,2) (图 2. 25) 


| 


0 EN 
0 x _ol 
图 2. 25 图 2. 26 


(3) y 二 2e -一 ez , 解 出 e ,得 e 一 1 士 VI 一 y. 单 值 连续 各 支 为 


i=in Vy) (~oo<y<D), z=—In(l— VITy) ni (0<y<1). 


由 y= 二 2e ”一 e-*”, 对 y 求 导数 ， 得 1 一 一 2e 一 径 十 2e 王 各， 所 以 ， 衬 一 Te (i 二 1,2)., 
(图 2. 26) 

【1038】 作出 函数 > 一 >(z) 的 略图 ,并 求 其 导数 六. 弃 :z 二 一 1 十 2t 一 卢 ,，y 王 2 一 3t 十 8， 当 z 一 0 及 
I 二 一 1 时，y (x) 等 于 什么 ? 在 何 点 M(x,y) 的 导数 ys (zx) 一 03? 


dy_ di_—3+3F 
解 dr dz 2 一 2 


3 
2 《1 十 轨 ， 


当 :一 一 1, 即 工 4,y 二 4 时 . 兴 (z) 一 0. 


vo 


当 xz= 二 0 时 ,t 二 1, 此 时 yi(《z) 二 一 3; 当 x= 一 1 时 ,1 一 0 或 2, 此 时 六 (zx) 一 一 也 或 W(x) 一 一 
列表 : 


当 :< 一 1 时, 饶 >0, 函 数值 y 随 自 变量 增加 而 增加 ,曲线 上 升 . 


当 帮 一 1 时 ,和 一 0, 曲 线 下 降 ， 
图 像 如 图 2. 27 所 示 . 
求 导 数 光 ( 参 数 是正 数 ). 设 : 


【1039]+ xz= VI 二 请， y= VI 二 区， 


解 = 一 1 dt- 1 
» 3 » 
dr 6YFMIN 6Vt V (1 一 /7 图 2. 27 
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Cy 6 
, dy_d_ fay 1 
于 是 , 闻 - dz il 和 (t>0, t¥1). 
dz 
【1040】〗 x=sin:t, y= cos’t. 


dy - dr_ dy_ —2costsint_ _ 
解 训 = 2costsint， 二 2sintcost， 于 是 , 字 cosint 一 1 (0<<z<1). 
【1041】 x=acosit, y= bsint. 
dy_ becost __b 
解 二 一 二 si a ott (0<1|t|<n). 
[1042】 x=acht, y= bsht. 
dy__bcht_ 6b 
解 I eb zcotht (0). 


[F1043 xz 一 acosst， y=asinit. 


解 dy_ _3asin’ tcost 
dr 一 3acosztsint 


一 一 tant Gz 


1., k 为 整数 ). 


F1044】 z=a(t— sint), y=a(l— cost). 


dy_ asint _ t 
解 hr (天 2Ar, 有 为 整数 ). 


【1045] z 一 ecos:t， y=e’'sin?t. 


. . x 
解 dy_ 2e’ (sin’tt sintcost) _ sint V5sin(: 十 到 ) 


24 27 一; 
dz 2e2 (coset 一 Sintcost) cost "Vzcos (tz 二 也) 


一 tanttan ( t 十 去 ) 


(天 下 十 Ar, 有 为 整数 ;t 天 nr 十 可，n 一 0,1,2，) 


【1046】 > 一 arcsin A y=arccos -去 
2 
1] 干 声 一 一 
解 dy_ 1 [- t - 妾 dz_ 1 vit __1 
dz 1 (Ite) | 1 十 在 dt 殖 1+z 1+2 
i+ i+e 
sgnt 
d 1+e 
于 是 ,也 一 站 一 sgnt (0<|t|<+%). 
1+e 
、 Z 一 2t 十 | 上 | ， 
[10473 证 明 ,由 方程 组 人 一 se 二 和， 所 确定 的 函数 y 一 >(z) 当 :一 0 时 可 织 . 但 它 的 导数 不 能 用 普 
通 的 公式 求 得 . 
Ay _ /34, Ai>0， 加 dy 加 、 
提示 马 知 名 | 一 人 ”一 。 再 注意 到 |t| 在 1 一 0 处 不 可 微 , 即 知 蜡 在 1 一 0 处 不 能 用 普通 的 
公式 求 得 . 
证 当 1 由 0 变化 到 At 时 ,xz 由 0 变化 到 Ax 一 2Ait 十 |Az|,y 由 0 变化 到 Ay=5(47)? 十 44t1* 14:| .于 
是 ， 
Ay| _5(40+4AtlAt| _ /34t, Ai>0, 
4z | .~o 24t+ 14 At, At<0, 
从 而 ， 


Ay 


Fe 0 (At—0). 


即 y= 二 y(zx) 当 t==0 时 可 微 .但 由 于 |z| 当 :二 0 时 不 可 微 ， 因而 学 及 党 > 当 t 一 0 时 不 存在 . 所 以 ， 导数 外 当 
t= 二 0 的 值 不 能 用 普通 公式 求 得 . 

求 下 列 隐 函 数 的 导数 y : 

【1048〗 xz 十 2zy 一 交 一 2z。 当 z 一 2 与 y 一 4 及 当 z 一 2 与 ?一 0 时 ,y 等 于 什么 ? 

提示 两 端 对 工 求 导 ,并 注意 (Xxy) 一 y 十 Ty 及 (y?) 一 2yyz， 即 易 获 解 ， 

1049 题 一 1053 题 均 可 仿照 本 题 的 解法 . 

解 ” 两 端 对 工 求 导 ,得 


2z 十 2xy 十 2y 一 2yy, 二 2. 

于 是 ， 
/1 一 Z 一 > / 一 一 一 
2 一 (z 天 2 yr 2 一 2 Ye | 2 2 


F1049】 y= 二 2px (抛物 线 ). 


解 ” 两 端 对 工 求 导 , 得 2yy, 一 2p. 于 是 ， Y= 也 (3 天 0). 


2 2 
[1050] 各 十 徊 一 1 (椭圆 ). 


2 
解 两 端 对 求 导 ,得 储 #+ 2 0. 于 是 ,一 一 和 (y#0). 


【10513】 Vz 十 Vy 二 Va 《抛物 线 ). 
1 1 
一 一 十 一 一 
2Vz 2Vy 
【1052】 十 六 二 a 《〈 星 形 线 )， 


解 ” 两 端 对 工 求 导 , 得 y 二 0. 于 是 ,y= 二 一 之 (x>0, y>0). 


3 
解 两 端 对 x 求 导 ,得 子 zx 十 yy 一 0. 于 是 ,一 一 之 (zz0)， 


【10S3】 arctan =—In wz 十 内 【〔〈 对 数 螺 线 ). 
解 ” 两 端 对 z 求 导 ,得 一 上 -2 于 是 ,y= (zy, #0). 
y 工 x 


1 十 二 
I 
【10s4】 求 y; , 设 : 
(1) r 二 ag〈( 阿 基 米 得 螺 线 ); (2) r= 二 a(1 十 cosg) (心脏 线 ); (3) 一 ae (对 数 螺 线 )， 
其 中 r= Vz 十 y 及 g 二 arctan 立 是 极 坐标 . 
提示 ”xz 一 rcosp，? 一 rsinp, 其 中 r 一 r(9). 利 用 参数 方程 所 确定 的 函数 的 求 导 方式 ,可 得 


dy . dr 

oy 十 人 
dy rcosyp 十 sinp 可 
dz d 


工 rsino 二 dr 
dp sing 二 cosg a 
解 z=rcosgp, y 二 rsing, 其 中 r= 二 r(g). 于 是 ， 


dy dr 
dy _ dp dpi reosp 0 
dz dz dr 


dp dp -cosp—rsing 
(GD 3 一 二 a, 代 入 (1) 式 得 


Mm asingt+agcosp_ 


dz acosp—agpsing 


tan(g+ arctang). 
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(2) 筷 - 一 asing, 代 人 (1) 式 得 


.2 2cos 32。os 了 全 
dy_ 一 asim gta(lttcosg)cosp cos2g 二 cosg 2 2 _ cot 39 (gz0,g¥+) 
dz —asingcosp—a(l+tcosg)sing sin2p 十 sinp 2sin Secos 名 2 3 


(3) 昨 一 mae™ ,代入 (1) 式 得 


dy _ mae”™ singt ae” cosg_ msing++ cosp__ 


- - tan(g+arctan 1). 
dr mae™cosp—ae™”sing mcosg— sing m 


$3. 导数 的 几何 意义 
1” 切 线 和 法 线 的 方程 可 微 函数 y= f(x) 在 其 图 像 上 之 一 点 M(x,y) (图 2.28) 处 的 切线 MT 和 法 线 
MN 的 方程 分 别 具 有 以 下 形式 : 
Y 一 y=y(X 一 xz) 及 Y—y= 一 六 (Xz)， 
其 中 X,Y 为 切线 或 法 线 上 的 点 的 坐标 ,而 y 二 A (x) 为 切 点 处 导数 的 值 . 


2” 切 线 长 和 法 线 长 ”对 于 与 切线 和 法 线 有 关 的 一 些 线 段 ;PT 为 次 切线 ,PN 为 次 法 线 ,MT 为 切线 ， 
MAN 为 法 线 . 考虑 到 tana 一 y (图 2. 28). 我 们 得 到 下 列 值 ， 


PT= | 学 
> 


， PN= |yy’ |， MT= | 芯 | v 诗 六， MN= |y| vi+y. 


图 2. 28 图 2. 29 


3” 切 线 与 切 点 的 径 向 量 间 的 夹 角 若 r= f(g) 为 曲线 的 极 坐 标 方 程 ,8 为 切线 MT 与 切 点 M 的 径 向 
量 OM 所 成 的 角 ( 图 2. 29) , 则 


7 
ft 一 。 
anp 7 


【1055】 写 出 曲线 y= (zx 十 1) V3 一 z 在 下 列 各 点 处 的 切线 和 法 线 方程 ， 
(1) A(—1,0); (2) BC(2,3); (3)C(3,0). 
解 由 于 


了 3 zx 十 1 
y= V3—zx ， 
3 V3—zx)? 


所 以 ,在 A 点 的 切线 方程 为 


y 一 0=y |i1(x 十 1)， 即 y=Y4(x 十 1); 
法 线 方程 为 


1 V2 
”0 车 D， 即 y= 一 只 (zt+1)， 


在 B 点 的 切线 方程 为 y 一 3 一 y |,-s(x 一 2), 即 y 一 3; 法 线 方程 为 + 二 2. 
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在 C 点 ,由 于 y 为 无 穷 , 故 切线 方程 为 x 二 3; 法 线 方程 为 y 一 0. 
[1056】 在 曲线 y=2 十 x 一 x* 上 的 哪些 点 ,其 切线 (1) 平 行 于 Oz 轴 ;(2) 平 行 于 第 一 象限 角 的 平分 线 ? 
解 由 于 y= 二 1 一 2x, 所 以 ,有 
GD 令 y=0, 则 xz 一 二，? 一 2 二 本 一 二 一 卫 ， 故 在 点 (于 ,并 ) 处 其 切线 平行 于 Ox 四; 


【105s7】〗 证 明 : 抛 物 线 y 
3 一 az 一 Ti)(Zz 一 Za) (aK0, rxz) | 


与 Oz 轴 相 交 所 成 的 两 角 a 及 BC(0<a< 子 ,0<8< 广 ) 彼 此 相等 . 
提示 先 求 出 抛物 线 与 Oz 轴 的 交点 为 A(zxi,0) ,B(xs,0); 其 次 ， 
再 求 得 抛物 线 在 点 A 及 点 旦 处 切线 的 斜率 分 别 为 
ka=y x 及 ka 一 y xm， 0 
由 此 即 易 证 明 ao 一 
解 如 图 2.30 所 示 , 显 然 抛物 线 与 Or 轴 的 交点 为 A(zxi ,0)， 


B(zz 0). 由 于 y 一 2az 一 az 十 ze ), 故 在 点 A、B 处 切线 的 斜率 分 别 图 2. 30 
为 
kA=y 2axi—a(ziiZzx2)=a(zi—zx)=tany=tan(x—P), (1) 
ky—=y | =2ax:—a(zitzr) =a(zrs — zx)—= tana. (2) 
xy 
由 (2) 式 得 tan(r 一 a) 一 a(CZl 一 并 )， (3) 


由 (1) 式 及 (3) 式 证 得 a 二 
【1058】 在 曲线 y= 二 2sinzx (一 x 和 zx 志 x) 上 求 出 “曲线 的 坡度 ”( 即 | y |) 大 于 1 的 区 域 . 


解 由 于 y 一 2cosz, 故 要 |y| >1, 只 要 | cosz|>> 于 ,也 即 


2 
1z|<< 部 及 他 < |z| 秋 w， 


此 即 所 求 的 区 域 . 
【1059】 函数 > 一 zx 及 yi 二 x 十 0.01。，sin1000xz 二 者 相差 不 大 于 0.01, 这 些 函 数 的 导数 的 差 的 最 大 值 
如 何 ? 作出 相应 的 图 像 . 
解 ” 导 数 差 的 最 大 值 
max|y’—yi|=max|10x* cosl000xz | =10x231. 4. 


由 此 可 见 ,两 函数 相差 其 微 时 (图 2. 31) ,其 导数 却 可 相差 很 大 . 如 图 2. 32 所 示 . 


图 2. 31 图 2. 32 
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【1060】 曲线 y=lnz 与 Oz 轴 相 交 的 角 如 何 ? 
解 ”曲线 y=Inz 与 Oz 轴 的 交点 为 (1,0), 设 曲线 与 Oz 轴 的 相交 角 为 a, 则 


tang=y’ 


故 交角 a 为 45 . 
【1061】 曲线 y= 二 x? 及 z 一 将 相交 的 角 如 何 ? 


解 ” 两 曲线 的 交点 为 (0,0) 及 (1,1). 由 于 导数 为 了 一 2z 及 一 雇 ' 克 在 (0,0) 点 两 曲线 的 交角 显然 为 90 . 


在 (1,1) 点 两 切线 的 斜率 分 别 为 扩 一 2 及 & 一 去 , 故 其 交角 6 的 正切 为 


2 
天 一 开 2 2 3 
tang 一 一 二 一， 
1 kik 1 十 2 方 4 
_ 3 o 
于 是 ,8 二 arctan 并 人 37 。 
【1062】 曲线 > 一 sinz 及 y 一 cosz 相交 的 角 如 何 ? 
解 ” 先 求 交点 . 解 人 一 > 得 z 一 下 十 hx (为 整数 )， 
二 cosXx 
其 次 , 求 两 曲线 在 x 一 子 十 kx 处 切线 的 斜率 : 
包 一 (sinz) 0' 宪 ， 名 一 DO 和 


在 Xz 二 于 十 kx 处 ,交角 6( 今 取 锐 角 , 即 0<9< 也 ) 满 足 


tan0 一 | 大 


| 2 | 
让 让 -| 了 [| -2 
1 一 二 
2 
于 是 ,9=arctan 2V2 70?"32/. 
【1063】 如 何 选 择 参数 ”可 使 曲线 y= 二 arctannxt (zx>0) 与 Oz 轴 相 交 所 成 的 角 大 于 89°? 
解 ”曲线 y= 二 arctannz 与 Oz 轴 的 交点 为 (kx,0)(k 为 整数 ). 不 妨 取 0 委 z<r, 则 交点 为 OC(0,0). 交角 
的 正切 为 


tan0 一 


TI 二 丈 丈 
b>89" ,相当 于 tang>>tan89 "一 57. 29, 即 n>>57. 29. 
【1064】 求 出 曲线 ;(1) y 二 V1 一 e- 于 点 zx 一 0 处 ，(2) y 一 arcsin 二 5 于 点 zx 一 1 处 
的 左 切线 与 右 切线 间 的 夹 角 . 
提示 。 (1) y~ (0) 一 一 |al,y4 (0) 二 |a|. 于 是 , 夹 角 0 满足 tang= 2 


x= 


(2) y (1)==1,y4 (1) 二 一 1. 于 是 , 夹 角 为 90?. 
解 (1) 函 数 的 左 、 右 导数 分 别 为 


1 -alz? 一 a2 xz2 1 
了 . ee > e 一 
- (0)= lim lim 。a2 | 一 一 
六 人 一 人 一 和 | /|= lol, 
3 3 
7 。 1 一 e “上 。 ex 一 1 
(0)= lim -一 一 一 一 lim a 二 
了 + z+0 Te 二 0 一 G2 22 a | 4 | 


所 以 ,于 点 z 一 0 处 左右 切线 之 间 的 夹 角 9 满足 
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tn9=T 引 i 即 0 一 2arctan TT 
(2) 函数 的 左 、 右 导数 分 别 为 


2 并 1 2 1—zx? 


. ; 四 一 工 
,i arcsin 142 arcsiml _ ji arcsin TI 地 四 TF _i 
> 一 no zx—1 I*1-0 zx—1 zl1-0 1 一 工 ? 


同 理 ， 办 (1) 王 一 1. 
因此 ,左右 切线 的 斜率 互 为 负 倒数 ,所 以 , 夹 角 为 90 . 
【1065】 证 明 ; 对 数 螺 线 r= 二 ae™” (a 及 m 为 常数 ) 的 切线 与 切 点 的 径 向 量 所 成 的 角度 为 一 常量 ， 
证 ” 设 切 线 与 切 点 的 径 向 量 所 成 的 角 为 8, 由 于 > 一 ae ， 六 一 ae ， 所 以 ,tanp8 一 万 一 二 , 它 为 一 党 
【1066】 求 曲 线 > 一 az"” 的 次 切线 长 ,由 此 给 出 作 这 曲线 的 切线 的 方法 . 
解 ” 设 在 任 一 点 M(x,y) 的 次 切线 长 为 ir, 如 图 2.33 中 的 | PT|， 1’ 
则 


ax” 


一 1 一 


TX 
n 


lr 


三 | -| 
因此 ,该 曲线 的 切线 可 以 这 样 作 :对 于 曲线 ?一 az 上 任 一 点 M(x,y)， 
由 此 点 向 Or 轴 作 垂 线 ,得 交点 P. 再 在 Orz 轴 上 取 点 了 ,使 | PT| = 


芋 [ (当然 ,只 是 在 王 的 一 便 取 点 了 , 若 在 此 点 yy >>0, 则 在 点 的 左 侧 


取 T; 若 在 此 点 yy 天 0, 则 在 已 点 的 右 侧 取 工 . 以 后 不 再 说 明 ) ,然后 连 

接 MT, 则 MT 就 是 所 求 的 切线 . 图 2. 33 
【1067】 证 明 :对 于 抛物 线 y/ 二 2px,(1) 次 切线 长 等 于 切 点 的 横 坐 

标 ( 绝 对 值 ) 的 两 售 ;(2) 次 法 线 为 一 常量 . 给 出 作 抛物 线 的 切线 的 方法 . 
证 (1) 次 切线 长 为 


TIC 工 ” 


_ |2px 
p 


1 =|PT|= | =21zl， 


2 
了 


2 
p 


Ba 
2 
了 
所 以 ,次 切线 长 为 切 点 模 坐 标 (绝对 值 ) 的 两 信 . 

(2) 次 法 线 长 为 一 | PN| 一 1yy | = | 过 | = 12| ,所 以 ,次 法 线 长 为 一 常量 


由 此 ,抛物线 的 切线 可 以 这 样 作 :由 曲线 y= 二 2pzx 上 的 任 一 点 M(x,y) 向 Oz 轴 作 垂 线 , 得 交点 P. 由 于 
yy 二 p, 故 当 pp 之 0(p 过 0) 时 ,在 Oz 轴 上 PP 点 的 左 ( 右 ) 侧 取 点 ,如 图 2.34, 使 | PT| 王 2|z| ,连接 MT, 此 
即 所 求 的 切线 . 


图 2. 34 图 2. 35 
【1068】 证 明 :指数 曲 线 y 二 a*(a 汪 0, 且 a 取 1)Y 有 定 长 的 次 切线 . 给 出 作 指 数 曲线 的 切线 的 方法 . 


a” 


arlna 


证 次 切线 长 为 1 一 | 这 | = 一 二- 从 而 41 为 常量 
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由 此 ,该 曲线 的 切线 可 以 这 样 作 ,对 于 曲线 y 一 ar 上 任 一 点 M(x,y) 向 Or 轴 作 垂 线 ,得 交点 P. 由 于 当 
ai 时 yy 之 0; 当 0<a<l 时 yy 过 0, 故 在 Oz 轴 上 点 P 的 左 侧 ( 当 a>1 时 ) 或 右 侧 ( 当 0<<a<1 时 ) 取 点 


T, 使 |PT| 一 TI ,连接 MT, 此 即 所 求 的 切线 (图 2 35). 


【1069】 求 悬 链 线 > 一 “ch 过 上 任意 一 点 M(zo ,yo) 处 的 法 线 长 . 


解 ” 法 线 长 为 
IMNI= yl ViTy |, 
由 于 y a 二 sh 过 一 sh 过， wV1 十 y “一 1 十 sh 二 = ch ”|; 
故 
2 2 
一 。| 2 | 一 -加 3 
EMNI 一 | 加 | |= TB |MN|=TeT ‘a#0). 


【1070】 证 明 : 星 形 线 x 十 一 a 了 (a>>0) 的 切线 介 于 坐标 轴 间 的 部 分 的 长 为 一 常量 . 
证 明 思 路 ”对 于 星 形 线 上 任 一 点 (zoyyo)(zro 天 0) 处 ,容易 求 得 其 切线 方程 为 


3 
y— yo 世 (zx— zxo), 


它 在 两 坐标 轴 上 的 截 距 分 别 为 
二 二 Xo 十 Vzo 及 [二 yo 十 VE yo 。 
于 是 ,切线 介 于 坐标 轴 间 部 分 的 长 为 1 一 VE 十 上 ,经 计算 得 /一 a. 从 而 命题 获 证 ， 


证 由 方程 zf 十 yf 一 of 求 得 导数 一 一 立 . 对 于 曲线 上 任 一 点 (ovye)(z 天 0) 处 ,其 切线 方程 为 


3 


yy 二 一 Ee (Xx— x0), 
它 在 两 坐标 轴 上 的 截 距 分 别 为 
,=xo 十 以 zoW 及 一 十 wz 
于 是 ,切线 在 两 坐标 轴 间 的 部 分 长 为 /二 VE 十 .由 于 
+ =z? 十 yi 十 3xo Vroy 十 3yo VE yo 二 区 十 十 3 Vriy 《 Ny 十 YY 基 ) 
一 克 2 十 党 十 3 Mairziy =(af yy) + +3(aro yo)? 
=a’—3af yf 二 3a y3 +3(aro yo)s qa! 一 3a? yi Ca¥ 一 对 )+3(azo yo)3 
=a’—3(azroy) +3Caro yo) =a’, 
故 /二 a, 即 星 形 线 xz 了 十 六 = 二 a 了 (a>0) 的 切线 介 于 坐标 轴 间 部 分 的 长 为 一 常量 . 
【1071】 车 抛物 线 y 二 ax’ 十 bz 十 c 与 Oz 轴 相 切 , 则 系数 a,65,c 间 的 关系 如 何 ? 
提示 。” 切 点 的 横 坐 标 满足 y 二 0 及 y 一 0. 由 此 可 得 如 一 4ac 二 0. 
解 ” 由 方程 y 一 ax’ 十 bx 十 c 求 得 导数 y 二 2az 十 b. 要 抛物 线 与 Ox 轴 相 切 , 需 y 一 0, 所 以 ， 


2azx 二 b= 二 0， 
即 
zx 一 一 办 (1) 
另 一 方面 , 切 点 的 横 坐 标 满足 ， 
azr2z 十 bzr 十 c 一 0 
即 
一 1/ 帮 一 
并 一 pA dac . (2) 
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比较 (1) 式 及 (2) 式 ,得 
背 一 4ac 一 0， 


此 即 所 求 的 a,5,c 间 的 关系 . 
【1072】 在 什么 条 件 下 ,立方 抛物 线 y= 十 px 十 g 与 Oz 轴 相 切 ? 


提示 仿 1071 题 ,由 yy 一 0 及 y=0 可 得 (名) 二 (县 ) =0. 
解 ” 由 方程 y 二 x’ 十 px 十 g 求 得 y = 二 37 十 p. 要 此 曲线 与 Oz 轴 相 切 ,必须 满足 


3zx’: 十 p= 二 0， (1) 
(po (2) 

由 (2) 式 得 z(x? 十 p) 王 一 g, 两 端 平 方 , 则 
Xrp)’:=g. (3) 


以 (1) 式 代入 (3) 式 ,得 


生生 40) 9， 加 (各 ) +( 儿 ) 0 


此 即 所 求 的 条 件 . 
【1073】 当 参 数 a 为 何 值 时 ,抛物线 ?一 az: 与 曲线 ?一 Inz 相 切 ? 
解 ” 按 题 意 ,我 们 有 


ax?) 一 (Inx)” 即 开 一 站 (Ca 天 0)， 
a 


从 而 ,ya。 去 一 去 
同时 ,由 于 在 切 点 相 切 ,其 纵 坐 标 也 必须 相等 ,所 以 
Inz 一 立 ， 即 zx=Ve. 


四 -1_l1l 
最 后 得 到 o 一 7 一元. 


工 
【10743 证明: 曲线 
=f(x) [f(x)>0] 及 y= f(x)sinar, 
于 公共 点 彼此 相 切 ,其 中 f(z) 为 可 微 冰 数 . 
证 解 曲线 方程 
人 


y= f(x)sinar, 


得 sinaz 一 1，z 一 人 22s(A 为 整数 ), 这 就 是 两 曲线 交点 的 模 坐 标 . 两 曲线 在 交点 处 切线 的 斜率 分 别 为 


=f" (和 Sl) ， 
(mn( 生 Too( 的 (和 -六 (全 


从 而 , 一 名 ,所 以 ,两 曲线 在 公共 点 彼此 相 切 ， 

【1075】 证 明 : 双 曲线 族 zx? 一 y 一 a 及 zy 一 5b 形成 一 正 交 网 ,就 是 说 这 两 族 中 的 曲线 成 直角 相交 . 

证 设 双 曲 线 zz 一 yy 一 a 与 双 曲 线 zy 一 相交 于 点 P(z,y), 则 在 此 点 双 曲 线 x? 一 y 二 a 的 切线 的 斜 
率 上 &1 满足 :2x 一 2yki 二 0, 所 以 ， 


= 
在 同一 点 双 曲 线 xy 一 的 切线 的 斜率 ts 满足 :y 十 zk: 一 0, 所 以 ， 
kz 二 一 之 ， 


a 
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由 此 得 到 


因此 ,两 双 曲 线 交 成 直角 ,故此 两 曲线 族 形成 一 正 交 网 ， 
【1076】 证 明 : 抛 物 线 族 光一 4a(e 一 z) (a 之 0) 及 奖 二 向 (6 十 tz) (>0) 形 成 正 交 网 . 
证 设 抛物 线 y 一 4a(a 一 x) 与 抛物 线 y 一 45(5 十 x) 相 交 于 点 PCz,y) , 则 在 此 点 > 二 4a(a 一 +) 的 切 


线 的 斜率 &i; 满足 : 2yA 一 一 4a, 所 以 ， 


Ri 一 2， 
>» 
在 同一 点 抛物 线 y= 二 45(5 十 xz) 的 切线 的 斜率 ks 满足 :2yki 二 46, 所 以 
kz = 包 ; 
了 
由 此 得 到 
kiks = — 12.. (1) 
了 


但 点 PCz,y) 同 时 在 这 两 条 抛物 线 上 , 故 
4al(a— Xx)=4b(6T zx). 


于 是 ,x 二 a 一 5, 且 
y=4a(a—atb)= 4ab. (2) 
以 (2) 式 代 和 人 (1) 式 ,得 知 在 交点 处 ,两 切线 的 斜率 满足 
RiR2 一 一 ]， 


故此 两 切线 直 交 . 由 此 可 知 , 该 两 抛物 线 族 形成 正 交 网 . 
【1077】 写 出 曲线 z 一 2 一 卢 ,y 一 3 一 志 在 下 列 各 点 处 的 切线 和 法 线 的 方程 :(1): 一 0,(2): 一 1. 


_ 2 


一 0, y=0, 和 -3 
(1) 当 t 二 0 时 ,Xx 一 0, y 0, 77 2 


切线 方程 为 y 一 这 x, 即 37 一 2y 一 0; 法 线 方程 为 = 一 也 zx， 即 2z 十 33 一 0， 


dy 
dz 


(2) 当 : 一 1 时,z 一 1，y 一 2， 3. 


切线 方程 为 "一 2 一 3(z 一 1)， 即 3z 一 y 一 1 一 0; 法 线 方程 为 ?一 2 一 一 于 (z 一 1)， 即 z 十 3y 一 7 一 0. 


Kk1078】 写 出 曲线 z= 后， y= 生生 在 下 列 各 点 的 切线 与 法 线 的 方程 : 


(1)t=0, (2)t=1, (3)t=o%. 


d 2 一 2t 一 4#3 十 2 ， 
一 2 下 24 一 所 以 ' 有 


GD) 当 1:=0 时 ,xz 一 0, y=0, 肪 一 1 切线 方程 为 y 一 法 线 方程 为 y= 一 x. 


(2) 当 t=1 时 ,x 一 子 ， y= > ， 再 3. 
切线 方程 为 ?一 于 一 3(z 一 二) 即 3z 一 ?一 4 一 0; 法 线 方程 为 y 一 去 一 一 于 (xz 一半 ), 即 = 十 3y 一 3 一 0 


(3) 当 4=oo 时 ,x 一 0, ?一 0, 肪 一 一 1.( 意 即 : 当 上 -co 时 ，z->0，y0， 和 ~. 
切线 方程 为 y 二 一 xz; 法 线 方程 为 y== 工 . 


【1079】 写 出 摆 线 ( 旋 轮 线 ) 
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X=a(t—sint), y=a(l— cost) 


上 任意 一 点 :一 如 处 的 切线 方程 . 给 出 摆 线 的 切线 的 作法 . 


解 ”因为 
dy _ asint rt to 
dz| all—eos) | “2 | S 2 
于 是 ,切线 方程 为 
y 一 a(1 cost) 一 cot 多 * [zx—alto — sinto )]， >” 
化 简 得 


to 


2 


y—2a= (zx—ato)cot 


由 此 可 知 ,切线 通过 点 (at。，24) ,其 斜率 为 cot 加 .如 图 2. 36 
中 所 示 ,一 TO 一 加 而 

OT =TP=a, TT=24, 图 2. 36 
故 工 点 的 坐标 为 (ato。 ,2a), 它 在 切线 上 . 其 次 ,连接 PT 及 PT', 则 PT PT， 


kor=tan( 卫 一 PTT ) tan( 2 )=eot 2 。 


这 样 , PT 就 通过 点 (at ,2a), 且 其 斜率 为 cot 号 ,所 以 ， 直线 PT 即 为 所 求 的 切线 . 于 是 摆 线 的 切线 可 以 这 
样 作 : 先 连接 切 点 与 滚动 的 圆 的 接触 点 ( 即 点 P) ,然后 ,过 己 作 其 垂直 线 , 此 即 所 求 的 切线 ， 


X=al lntan -一 十 cost )， 
(ntan 于 二 ecost) 


【1080] | 有 长 度 不 变 的 切线 . 


y=asint (a>0, 0<it<n) 


证 明 思路 ”切线 长 为 /一 冯 | VI 了, 而 


代入 ,经 计算 得 /二 |a|, 它 是 常量 ,从 而 命题 获 证 . 
证 切线 长 一 | 立 | VT 干 六 ,而 旦 = acost 一 Sint 
” a 


所 以 ， 


asint 
sint 
cosi 


Ea V1l+y: = 


2 1 
1 十 cs 一 |a| | cosz| 。 TeoszT 一 |al|， 


一 个 常量 , 故 奥 物 线 有 长 度 不 变 的 切线 . 
写 出 下 列 曲线 在 指定 点 的 切线 与 法 线 方程 : 


之 y 
【1081】 名 + 加 一 1， M(6, 6.4). 
,_ 64r_ _16rx 16X6 3 
解 由 于 y 一 一 1 总 一 一 天 元 6 一 一 车 ,此 即 曲线 在 M 点 的 
切线 的 斜率 . 


所 以 ,切线 方程 为 ?一 6.4 一 一 豆 (z 一 6)， 即 3x 十 5y 一 50=0; 


法 线 方程 为 一 6. 4= 广 (zx 一 6)， 即 5z--3y 一 10.8 一 0. 


56 


【1082 了 了 zy 十 Iny 王 1， M(1, 1). 


解 ” 先 求 y .由 于 zy 十 ?十 六 一 0, 从 而 ， 


2 
/一 了 / 一 
> 2Z3 十 1” > |z=: 


2 一 1 


9 


1 
2 


故 切线 方程 为 y 一 1 一 一 玛 Cz 一 D)， 即 z 十 2y 一 3 二 0; 法 线 方程 为 "一 1 一 2(z 一 1)， 即 2z 一 y 一 1 一 0. 


8$4. 函数 的 微分 


1” 函数 的 微分 若 自 变量 为 z 的 函数 y 一 f(x) 之 增 量 可 表 为 以 下 形式 : 
4Ay 一 A(Cz)dz 十 o(Cdz)， 
其 中 dz=Az, 则 此 增 量 的 线性 部 分 称 为 函数 y 的 微分 : 
dy 一 A(z)dz. 
函数 y= f(z) 的 微分 存在 的 充分 必要 条 件 为 存在 有 限 的 导数 y = 三 (z), 这 时 我 们 有 
dy=y dx. (1) 
若 自 变量 z 为 另 一 自 变量 的 函数 ,公式 (1) 于 这 种 情形 下 仍然 有 效 (一 阶 微 分 的 不 变性 ). 
2” 范 数 的 微小 增 量 的 估计 为 了 计算 可 微 函 数 F(z)? 的 微小 增 量 ,可 利用 公式 
flzi+Azr)— fr f(r)Ar, 
车 f(z) 关 0, 则 当 |Az | 充分 小 时 , 它 的 相对 误差 可 以 任意 地 小 . 
例如 ,车 自 变量 zx 的 绝对 误差 等 于 |Az| , 则 函数 y= 二 f(x) 的 绝对 误差 1Ay| 和 相对 误差 6y 可 用 下 列 公 
式 近似 地 表示 出 来 ， 
|Ay|=|f zaAz| 
及 


f(z) 
f(x) 


6y= | [inf(x)JAzr|= | Arz . 


【1083〗 设 (1) Azx==1; (2) Azr=0.1; (3) Ax=0.01. 

对 于 函数 f(z)= 二 二 一 2x 十 1, 求 :C1)Af(1); (2)df(1), 并 比较 它们 . 

解 4j=- I++TAz) 一 1) 一 (1 十 Az)3 一 2(1 十 Az) 十 1 一 (1 一 2 十 1) 一 Az 十 3(Az)2 十 (Az): ， 
drG)= (DAz= 3x —2) | 1: Ar=Az, 

将 所 求 值 列表 如 下 : 


Az 十 3(Az) 2: 十 (Az)s 


5 


0. 131 


(3) 


从 上 表 可 以 看 出 , 当 Az 值 愈 小 时 ,Af(1) 与 df(1) 之 差 就 愈 小 . 
【1084】 设 运动 方程 由 公式 


0.010301 


工 一 542 ， 


给 出 ,其 中 :以 s 来 度量 ,xz 以 m 来 度量 .车 (1)At 二 1s,(2)At 二 0. 1s,(3)At 一 0.001s, 对 于 上 一 2s 的 时 刻 , 求 
路 线 的 增 量 Ax 及 路 线 的 微分 dz, 并 作 比 较 . 
解 ”Az 二 5(2 十 At)? 一 5 ，2? 二 20At 十 5(A1)?， 
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dz 一 并 ,2 * At=10t|,_,* At=20At, 


(1) 当 At==1s 时 , Azx 二 25m, dx 二 20m; 

(2) 当 At= 二 0,.1s 时 , Az 二 2.05m, dr 二 2m; 

(3) 当 At 二 0.001s 时 ，Az 一 0.020005m，dz 一 0. 02m. 
由 上 可 以 看 出 , 当 At 您 小 时 ,Az 一 dz 就 愈 小 . 


求 下 列 函 数 > 的 微分 : 

【108s】 ?一 过. 

解 y 一 一 二 dy 一 一 二 dz (Zr 天 0) 
x zx? 


【1086】 ?一 二 arctan 王 (aa 天 0). 


解 /1 1 1 _ 1 _ dr 
y a a x tz’ YY atx 
1 十 过 
a 
1 Xx—a 
[1087】 y= 序 In| 于 2|. 


解 一 趟 (一 1 )- ol;, 


xX—a z+a ri—a’ 


d 
dy 一 5 (|z|# 1al). 


[1088] y~ln|z+ VETa|. 


解 yo— 1 y=— dr 
Vrt+a VriFa 


【1089】 y=arcsin 二 (天 0)， 


解 y= a .1 sgna 
Vr a Va 
dy (|z|=lal). 
【1090】 求 : 
(1) dCzer )3 (2) d(Csinz 一 ZcosZ); (3) d( 去 ); 
1 
CD dh) (5) d( YET); (9 d( Es); 
V1l—z 
To 


解 (1) d(zer) 一 (zer) dz 一 er(z 十 1)dz; 


(2) d(sinz 一 zcosz) 一 (sinz 一 zcosz)'dz 一 zsinzdz; 


(3) d( 志 )= 一 二 dz (z#0); 


1 1 
lnz 工 ” 2 友 2 一 lnz 
4) d 一 一 -全 一 一 dz 一 一 2 ; 
(4) (法) - dz 一 5 (x>0)1 
_ zdzr 
(5) d(C Vai+r ) 一 -二 二 


了 5 8 和 


2 


Vi 一 元 十 一 二 
工 AT 一 和 dz 

一 一 一 -| 一 一 1 ; 
(6) dl( 7) 1—x? 7 (1 一 z2) 生 (lzl<D 
(7) dln(1 一 妆 ) 一 一 上 上 《|z|<1D; 

1 1 1 I dz 
(8) d(arecos TzT ) 1 ( 去 ) "过 dz 一 - i (|z|>D); 
2 

sinz 1 EA COs’ XxX 十 2sin? xcoszx 1 _ dz 

9) d| + tan( 至 十 4 ) | | | 2cos'z zeusz | cos’x 


设 u,v,w 为 x 的 可 微 沙 数 , 求 下 列 函 数 y 的 微分 : 


1091】 y= wvw. 
解 ”dy 二 wwdu 十 wwdv 十 wvdrw. 


解 dy= vdu de de 
1 


— Cudut2vdv) 一 一 -du 十 zdw 
2Cw ww)z (zt 十 论 ) 序 


(v 隐 0). 
[1093】 y= 
解 dy 二 一 


【1094〗 y=arctan 之 . 


_ vdu—udv 


2 十 论 


【109S$〗 y=ln Vu:++vw. 


_ 2udu+2vdv_wudut vdv 


二 一 2 | 2 
解 dy 2(xw 二) ut (ww tv >0). 


《x 关子 十 kx， 上 为 整数 ). 


(wi 二 >>0). 


(2 十 论 人 0，Y 天 0). 


ds 6 so、 dsinz d(Csinz) 
【1096】 求 ， (1) (x? 一 2x5 一 zx?); (2) 坏人 1 (3) 人 Sn 
d(tanz) d(arcsinz) 
(4) d(cotr) (5) d(arccoszx)" 


sinz 


提示 (2) 由 于 一 一 为 偶 另 数 , 故 不 妨 设 X 之 0, 从 而 有 


dri\zx dz 


d 


d (sz)= d ( 昱 深 ): 


解 (1) 二 (一 2 一) 一 2(z): 一 (za)3] 一 1 二 42 一 3zei 


dz 
(2) 由 于 Smz 为 偶 函 数 , 故 不 妨 设 *>0, 则 


5 


dz dri\ VF 
显然 ,上 述 结果 对 于 也 z<0 是 正确 的 (z 和 0). 


d(sinx) ”coszdz 
(3) decosr)  —sinzdz (z 郑 kx,， 上 为 整数 ); 


一 一 coOtZ 


1 
d ( 王 )= 二 (里 Vr )= 
了 


I 


1 . 
sinx . 
2x _ ZXcosz— sinzx 


i 27’ ’ 
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(4) dtanz) 一 4 ( 1 )= 1 一 一 tanzz (z 关 br 十 本 ,有 为 整数 ) 


dcotz) d(cotx) \cotx cotx 


1 


dz 


2 
(5) d(arcsinr) Vi—zx’ 一 一 1 (|z|<=1). 
d(CarccosZ) 1 dr 
WII 一 zz 


【1097】 有 半径 为 R=100cm 及 圆心 角 一 60" 的 扇形 . 若 (1) 其 半径 尽 增 加 lcm; (2) 角 a 减 小 30 , 则 
扇形 面积 的 变化 如 何 ? 求 出 精确 的 和 近似 的 解 . 


解 “ 户 形 面积 A 一 方 Ria, 其 增 量 


A4 一 号 [(RTAR): 一 Re] 一 aRAR 十 于 ecCAR)2， 或 AA== 广 R*Aa 
扇形 面积 的 微分 
dA 一 RedR， 或 dA 一 方 Rda. 
增 量 是 精确 的 解 ,微分 是 近似 的 解 . 
(1) 当 尺 一 100,a 一 3 ,AR 一 ! 时 ， 


44 一 癌 (200 十 1) 一 105. 2cm2 ， dA=100， 总 一 104. 7cm2( 增 加 )， 


.1002 。({ 一 工 ) 一 一 一 ， i > 
100: » ( a55) 43. 6cm?， dA 一 却 * 100? ( 355) 43. 6cm? (减少 ). 


【1098】〗 摆 的 振动 周期 (以 s 计算 ) 按 下 式 确定 : 


T=sxA/ 二 ， 
其 中 ! 为 摆 长 以 cm 计 ,g 一 981cmy/s: 为 重力 加 速度 . 
为 了 使 周期 工 增 大 0. 05s, 对 摆 长 /二 20cm 的 长 度 需 作 多 少 修改 ? 
解 ”周期 工 对 摆 长 ! 的 微分 
2 1 ndl 


dT=2. qd 
Vg Wi Vig 


将 dT 二 0.05,g 二 981,l4 王 20 代入 上 式 , 即 得 


d= 0 05X VI81 X20 
3. 1416 


2. 23， 
即 摆 长 增加 约 2. 23cm. 
利用 函数 之 微分 代替 函数 的 增 置 , 求 下 列 各 式 之 近似 值 : 


[1099] IT. 02. 
解 设 f(r) 二 VYx, zo 二 1, Ax 一 0.02， 则 


7 1 7 
(zo) 一 3 yn = 也， dzo) 一 上 (xzo)Az 一 0. 0066. 
工 一 工 


于 是 ， 
VI.02= f(zotAr) A f(ro)+dflro) =1+0. 0066 
即 VI. 02 <“1.007. 
【1100】 sin29"”. 


， 则 sin29"==sin 圭一 Tcos 于 一 0. 4849. 


解 设 F(z)=sinz，z 一 工 ，Az 一 6 


一 区 
6 180 
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【1101〗 cos151° 
i 一 = 于 A ， 则 cos151"Azcos 天 5 _sin5x 。_ 开 一 一 0.8748. 
解 设 F(z) 一 cosz，zo 一 下 ，A4Zz 一 6 6 “180 


【1102】 arctanl. 05. 
解 设 f(x)= 二 arctanx, zo 二 1, Ax 一 0.05, 则 


了 


arctanl. 052zarctanl 十 0.05， 方 一 0. 8104( 绎 ) 一 46?26 . 


【1103】 1g11. 
解 lgl11 王 lgl10 十 lg1.1 王 1 十 lg1. 1. 
设 f(x)= 二 lgx, zo 二 1, Az 二 0.1,， 则 
0.1 


lg1. 1~lgl 十 号 一 2 076™0. 0434， 


于 是 ,lgl1l 过 1. 0434. 
X1104】 证 明 近 似 公式 : 


Va 十 tva 十 这 (a>0),， 
其 中 |z|1<a ( 正 数 A 和 B 之 间 的 关系 式 AB 表示 A 远 小 于 B). 
利用 这 个 公式 近似 地 计算 ;(1) V5 ; (2) V34; (3) V120. 并 与 平方 表 中 的 数值 比较 . 
证 设 f(y)=Vy, 二 a ,Ay= 二 xz, 则 


» HA YY + 大 一 一 Ay ( 当 |Ay| 字 Vy 时 ). 


2 V yo 
于 是 ， VE 二 zza 十 芒 ( 当 2 a 时 ). 


(1) V5 = FTI~2+ 广 一 2. 25, 查 表 ; V5 一 2. 24; 


(2) V34 一 VB 一 76 一 -2 一 5.833, 查 表 ，V34 一 5.831， 
2.6 


(3) V120== VIPT 一 1T~11 一 2 了 一 10.9546, 查 表 : V120 一 10. 9545. 


【1105J 证 明 近 似 公式 : 
Va Traat i (a>0). 


a 
其 中 |zx|< 之 a. 利用 此 公式 近似 地 计算 : 
(1) 0; (2) Y80; (3) YI00; (4)'Y1000. 
证 设 f(y)=Yy， 和 一 a",，Ay 二 x， 则 


Va tr ya" re ( 当 |zx|&a 时 ). 


= YR 二 la 


(2) Y80 一 V3 一 Iv3 一 a7 一 2.9907, 查 表 : 80 一 2. 9905; 


(3) V100 一 VF 一 28~2 一 二 5 一 1.938, 查 表 : 100 一 1. 9313 


(4) W1000= YT 24 T2101. 9953, 查 表 : V1000 二 1. 9953. 


【1106】 正方 形 的 边 xz 二 2. 4m 士 0.05m. 由 此 计算 所 得 正方 形 的 面积 的 相对 误差 和 绝对 误差 如 何 ? 
解 ” 正 方形 的 面积 A=x?. 于 是 ,面积 的 相对 误差 为 
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2xAx 
| 笑 |~| 2 


一 ?| 竺 | -> 9 09 一 4. 2 入 
r 
而 绝对 误差 为 
|A4A| = | 2.45: 一 2.42 | 一 0.24m2. 
[1107】 为 了 在 1% 的 精度 下 计算 出 球 的 体积 , 问 度 量 球 半径 尺 时 所 人 允许 发 生 的 相对 误差 如 何 ? 


解 “ 球 的 体积 V 一 全 xR? ,从 而 ， 


dy= 她 x， 3RzdR 一 V 3 
即 体积 的 相对 误差 是 半径 的 相对 误差 的 3 倍 : 
| 多 |=s| 守 | 
因而 ,半径 R 允许 发 生 的 相对 误差 为 
1 


Sk = 于 av v 委 本 。0.01 一 0. 33%. 


【1108】 为 了 确定 重力 加 速度 ,可 以 利用 摆 的 振动 公式 5 一 4 上 ,其 中 ! 为 摆 长 ,T 为 振动 周期 . 当 测量 
(GD) 摆 长 1,(2) 周 期 工时 ,相对 误差 6 如 何 影响 g 的 值 ? 
| 一 | 型 | ,于 是 ,3.==6,， 即 g 的 相对 误差 等 于 押 长 /的 相对 误差 


解 (1) 6x 一 


【1109】 求 数 z(z>>0) 的 常用 对 数 ( 以 10 为 底 ) 的 绝对 误差 , 设 此 数 的 相对 误差 等 于 分 
解 设 /rz) 一 Inz, 若 数 8 很 小 , 则 有 


(2) 8, ene -2| 罕 7|， 于 是 ,8 一 256r， 即 g 的 相对 误差 是 周期 工 的 相对 误差 的 2 倍 . 


ln(1 十 9)0. 
因而 ,所 要 求 的 绝对 误差 
| lg(Cz 十 Az) 一 lgz | 一 liel( 1 十 笃 =)| = 一 | 1lg(1 十 0) | 一 区 ln +0) 0. 436. 
【1110】 正明 ,根据 正切 对 数 表 求 得 的 角度 比 用 具有 同样 多 位 小数 的 正统 对 数 表 求 得 的 角度 更 为 精 
确 . 
证 正切 对 数 函 数 的 微分 
-dp dp 
dlgtang) ln10。tangpcoszp ln10。sinpcosP 
于 是 ， 
|dp| =ln10。| sinp|，| cosp)| . | dllgtang) | ; (1) 
而 正弦 对 数 郴 数 的 微分 
. ~、 Cos 
d(igsing) = i ， 
于 是 ， 


ldg| 一 In10。| sing | 。 “。 | d(lgsinp) | . (2) 


直 | 
COS 9 

比较 (1) 式 及 (2) 式 的 右 端 ,由 于 假设 确定 lgsing 与 lgtanp 时 ,具有 同样 的 误差 ,而 cs 
| cosp | , 故 由 (2) 式 确定 的 | dp| 不 比 (1) 式 的 | dp| 小 .这 就 证 明了 求 角度 时 用 正切 对 数 表 更 为 精确 . 


之 1 之 
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§ 5. 高 阶 的 导数 和 微分 


1” 基 本 定义 ”函数 > 一 (z) 的 高 阶 导 数 由 下 列 关系 式 顺 次 地 定义 出 来 (假设 对 应 的 运算 都 有 意义 1 ; 
Jom(z) 一 (obD(z)) (一 2,3，). 
车 函数 f(x) 在 区 间 (a,6) 内 有 连续 的 导数 f(z), 则 简写 为 :f(x) EC" (a,b). 特别 地 , 若 函 数 f(x) 
在 (a,b) 上 有 各 阶 导 数 , 并 且 这 些 导 数 是 连续 的 , 则 使 用 记号 ;f(x)E€C'™’ (a,b). 
函数 y= 二 f(z) 的 高 阶 微分 是 根据 下 列 公 式 硕 次 定义 的 : 
dy 一 dd 1y) (n=2,3,.…), 
其 中 认为 dy 一 dy 一 ydz， 


若 工 为 自 变量 , 则 认为 : 
dz 一 由 xz 一 … 一 0. 
这 时 成 立 公 式 
dy 一 ydz 及 y= 
2” 基 本 公式 


I. (a m=alnmra (a>0); (ee) =er,; 


HH. (sinz)™® 一 sin(z+ 玛 )， 


亚 . (cosz)'™ 一 cos(z+ 玛 ) 


N. (C(x) =m(m— 1 (mm—nt+1)r™ "; 
(—1)* (ne—1)! 


Xx" 


V. (lnz) = 
3” 莱 布 尼 茨 公式 ”车 函 数 4 二 gp(z) 及 v= 二 yz) 有 nn 阶 导数 (xn 阶 可 微 ), 则 


(uy) = > Cuco uv-D ， 
其 中 zw 一 wsm 一 wwC;1 为 由 个 元 素 每 次 取 ; 个 的 组 合 数 . 
类 似 地 对 于 微分 d"(wuv) 得 : 
d"* (uv)= bp Cid" iudiv, 


i=0 


其 中 认为 w==w 及 d*v 二 wv. 
求 了 , 设 : 
R1111 > 一 z V1 十 xz . 
解 y=- ViIT 产 + 一 一 一 = 二 2 ， 


y= V1 十 _ x(3+2x’) 
lt x (1 十 xz/) 主 
【1112】 >= 一 一- 一-. 
AT 一 并 
1 一 x 十 x 
2 
解 y= 证 TX 一 1 
z (1—zx?)? 


— (|z|<1). 
2 


又 
而 


【1l113】 y=e™. 
解 y 一 一 2xze-” ， 了 一 2e (27° —1). 
[1114】 »=tanzx. 


解 y= 1 ， “一 25mz (z 尖 号 士 1， 为 整数 )， 


COS2? 工 COS3 工 2 


111S]〗 yy 一 (1 十 zz )arctamnz。 


2x 
1 wo 
解 y 一 1 十 2zarctanz， y 一 2arctanz 十 re 
[1116] arcsinx 
一 并 
1 Xarcsinz 
解 y 一 reson 
”1x (1—z?)3 


工 . 3 
一 -一 -一 -一 十 2 2 2 和 
， 2 ( Vi 二 arcsinz ) 《1 一 三 ) 了 十 3z V1l—x: arcsinx 


YA)’ (I— x) 
37 (1 十 2z2 ) arcsinx 
ey as (|z|<1). 


【1117】 y= xinz. 
解 y= 二 1 十 lnx， 一 十 (zx>0). 


F1118] y=Inf(zx). 


jz ff fx) 
解 7 一 FTC ， 3 fz) 


【1119】〗 > 一 zx[Lsin(lnz) 十 cos(lnz)]. 


(f(z)>0). 


解 y 一 sin(lnz) 十 cos(lnz) 十 z 。 二 [cos(Inz) 一 sin(lnz)] 一 2cos(lnz)， 


y=— 2sindnz) (x>0). 


【1120】 设 y==e***cos(sinz), 求 y(0),y (0) 及 yy(0). 
解 y(0)==1. 
y 一 ee[coszcos(sinz) 一 coszsin(sinz)]. 于 是 ,y(0) 一 ee(1 一 0) 一 1. 
Y =e [cos’xcos(sinr) ~— cos’: xsin(sinz) — sinxcos(sinz) — cos’ zsin( sinr) 
十 sinxsin(sinx)— cos:xcos(sinx) |] 


一 es (一 2cos2zsin(sinz) 十 sinz[sin(sinz) 一 cos(Csinz)])， 


于 是 ， yY(0) 一 e" (0 十 0) 一 0. 


设 x 一 oz) 及 一 多 了 ) 为 二 阶 可 微 函 数 , 求 站, 设 : 
【il121】 y=w. 
解 y= 一 2uu’， y=2u ?二 2uw =2(u ?+wur). 


[1122] > 一 ln <. 
vy 
解 /uv p_ Uw uu’ vo—v 
?了 宝 v” 了 us vo 
【11233〗 y= Vu:+tvw. 


解 y= uu 十 wv 


Vu 二 
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_ (uu + vv )? 
( “十 “2 十 “十 /2 ) VC 十 妈 一 ~ 一 一 一 一 ， 
py oY nD 由 Vt to ud to) uv vu)? 


> ww (二 可) 


(ww 二 vw 之 0). 
[1124 y=u (xu>0). 
1 7 wu 
解 y 一 z (Yinu+ 加 )， 


1 、2 La 7 7 — /2 
yw (Vint ) tw | Vinut uv vw u vu | 


wu 


a 2 LA 
一 | (vInut Ew) + Inut ee Fu ) | 


设 Xz) 为 三 阶 可 微 函 数 , 求 了 及 , 设 : 
K1125Y y= f(x’). 
解 y 一 2xf “(xz’)， 
y=2f C70) +4r f(z), 
y=4rf (rx)+8zrf (rx)+8r fx) =12rf (x) 8 ff” ). 


二 7( 

六 = 计 f( 主 )+ 喜 1"( 土 )， 

六 ( 记 )- 训 让 ( 主 )- 计 7"( 主 )- 去 /”( 十 ) 
$7 (3) -$7 (EE) exo 


【1l1127】〗 y= /er ). 
解 y=e'f ‘(e’), 
只 一 ee er) 十 er 太 Cer)， 
多 一 er er) 十 3e 太 er) 十 er 大 ec)， 
【1128】 y= Flnz)， 
解 y =f (nx), 
y = 一 二 Jinz) 十 二 Flnz) 一 工 [rnz) 一 Fnz)]， 
A 并 工 


Ed 2 Ld 天 及 有 Ed EL i 
y= "ne) fdr)J+t Sf" ne) —/f (nz)]= 吉 [Lf "nr)—3f"(Inz) + 2’(lnz)] 


(zx>0). 

【1129】 y= FLp(z)], 其 中 p(x) 是 充分 多 次 可 微 函 数 . 
解 y= 二 pg (zx)f [g(x)], 

y 一 22(z) [pt rf [p(x)], 

Y= nf "Tg rt3g Cr RF Tg) I+ Cx) fF [Lolz)]. 
【1130】 对 于 以 下 两 种 情形 :(1)x 为 自 变量 ,(2)x 为 中 间 变 量 , 求 函数 2 一 6 的 中 > 
解 (1) dy 二 edr, dy=e'dxr?; 

(2) dy=e’dzr, d’iy=e'd’zx+te’dz’. 
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若 z 为 自 变量 , 求 由 >, 设 : 
{1131] y= VITz. 


7 2 
1 1 2 dz 
9 ,于 是 ,d . 
解 dy 有 7” (i) (+z) ” te)? 
_ lnz 
[L1132] 3 一 一 


， 
zx? > x 


解 yy 一 ] 一 Inz “一 2nz 一 3 ， 于 是 ， dy dr: (zx>0). 
[1133】 y=x*. 
1 
解 y 一 屏 (1I 二 lnz)， =z QtInz)? 十 士 ] ,于 是 ,中 y 一 二 [GT+na 二 二 | dz (zx>0). 


令 及" 为 变量 z 的 二 阶 可 微 函 数 , 求 由 >, 设 : 


【1134】〗 > 一 vv. 
解 ”dy 二 wudv 十 vdu， 
d? y= dudvt+ aud’ vt dvdut vd?u= ud? vt+2dudvt vd? u. 


+ vy 二 
【1135】 y= 


udv 


dw 一 
dy= ev, 
解 dy J 


由 一 wv (dvdut vd’u— dudv—ud’v)—2vdv(vdu— udv) _ v(vd’u— ud’ wv) —2dv(vdu— udv) 
1 


Uv vv 


(v0). 

【1136】 y= 一 w”*v” (lm 及 nn 为 常数 ). 
解 dy 二 mu”™ md 十 maro du 

dy=mm— Du zzrdz 十 at (vdiutnv dudv)+mnu™ lv !dudv 

+nn— luv" :dv +nu"v" div 
一 tn vw {mm— duit2mnuvdudvi n(n— Dw dv tuv (mod ut nud? v) }. 

【1137】〗】 > 一 ao (a>0). 
解 dy 一 al]nadv， 

旺 y 一 wln2za。dz 好 十 ojna。 旺 xx 一 alna(lnae。dx 十 dx) (a>0). 
【1138〗 y=In Vi Tt. 
no 
tw) (dw tudiutdv tvdv) —2(udut vdv)’ 


2 
dy (Ww) 
— de huvdudvt Go vd tw to ) ud’ ut vd v) (+ 0). 
(w+ vw) 
【1139】 y=arctan 芯 . 
_ vdu— udv 
解 dy 一 uv ， 
ty) (vd uud’v) —2Cudut vdv) (vdu— udv) 
> Gt 
_ Ci) Cvdiu—ud iv) +2uv (dy — dw)t2( — vw dudv 
二 -一 (v0). 


(2 二) 


求 以 参数 形式 给 出 的 函数 y= y(zx) 的 导数 yy ,y 7 , 设 : 


【1140】 xz 一 2 一 站 ， y=3t—8. 


dt 
dy 3. 
yp dt 2 _ 3 
S22 dr 2—2: 4(1—2)’ 
dt 
dy 3 
mw dt 4(l—t)? 3 
YD 
dz 
【1141】 x=acost, y=asint. 


解 / acost 


I 


一 一 一 COtt， 
—asint 
_ 工 
wsint ___l 
= 一 asint asin3z 
3cost 


_ __ 3cost 
y= 一 asint a’sin’t (i 才 hx， 为 整数 ). 
【1142】 z=a(t— sint), 


/ asint t 
一 一 45 ot 
解 >: ai 一 cos “9 2? 


y=a(l— cost). 


_ 1 
.2 tt 
ye 2sin 2 1 
= a(ll—cost) 4asint 二 
2 
了 
cos 了 
2asins 廊 cos 孔 
3 二 一 一 一 ~ 二 (天 2kr， 为 整数 ). 
* a(l—cost) 2 .7 
4a sin 五 
2 
[11433 z=ecost, y 一 ersint。 


eCsint+ ) sin( 择 +2) 
解 六 our CT tan( 至 十 引 ， 
1 
yy cos’ (了 于 十 z) e-: 


e' (cost— sint) YZ cos’ (于 +z) 


, 万。 | -os- ( 开 十 可 十 3cos 4 (至 十 sin( 王 十 引 ] eu (2sint + cost) 
Ya e' (cost— sint) 


V2 coss (所 +1) 


(天 二 十 kr， & 为 整数 ). 
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【1144】 z=f’0), y=tf (0)— £02). 


【1145〗 设 函 数 y=F(z) 充 分 多 次 可 微 . 求 反 函数 z 一 '(y) 的 导数 x ,六 ,zz ( 设 这 些 导 数 都 存 


2 tif (2 
解 ” (0 tt 
Ld = 1 
Ya ff? ? 
了 (人 
“ ? (2) 
ya A -re Cf ”02) #0). 
在 ). 
解 xz 一 二 ， 
> 
EA 1 dy 1 dy dz 4 
I . 7 


wy 1 . A 1 
BA 本 yy 3 一 3y . y . 了 . 7 yy 3y 
z 76 75 
> y 
“( 艺 Wy 一 6 2 1) 5w4 。 ”yy 
>» \y > yy "7 y y {yy 
x 2 5 y > 
> 
Z2 4) LL 3 
二 过 10y yy 十 152 Cy 关 0). 
> 
求 由 下 列 隐 范 数 给 出 的 y=y(z) 的 ,六 及 久 : 
【1146】 十 二 25. 在 点 M(3,4) 的 yy 及 罗 等 于 什么 ? 
/二 一 之 
解 y y 
TX 
py y—xy ?十 了 ZX 二 yy 25 ， 
2 人 y’ ~ 
m15y 75x 
了 4 5 9 
但 7 3 7/ 25 mm _ 225 
在 M(3,4) 点 ,得 y 4 > 64” > 1024 
【1147】〗 y=2pzx. 
py 7 2 3p2 
解 y= 了 上， y 也 > 2, y= pb y= p (y 关 0) 
> y y y 


【1148】 ZX 一 xy 十 一 。 
解 对 xz 求 导 , 得 
2z 一 y 一 zy 十 2yy 一 0， 


/27 一 y 
> Tx—2y. 


将 (1) 式 两 端 再 对 求 导 , 得 


2 一 2y 一 工 罗 十 2y 十 2y 交 一 0， 


将 (2) 式 所 得 y 代入 (3) 式 ,得 
py 6 


> Cy 


将 (3) 式 两 端 对 之 求 导 , 得 


— 3y—zxry +6y'y’ 十 2yy 一 0， 
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(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


将 (2) 式 及 (4) 式 代 人 (5) 式 ,得 y yy (X22y) 
求 y 及 yy, 设 : | 
【1149】 y+2lny=x. 
解 对 工 求 性, 得 
2 + hr (1) 
再 对 工 求 导 , 得 
7 Ad 2y 2y 
2y 十 2yy 十 一 一 一 二 二 12x?. (2) 
了 y 
由 (1) 式 及 (2) 式 得 


1 2r’y mn 2x:y 
” Ty’ > Ot+y) 


[1150] Xi 二 y =ae™™z (a>0). 


[3(1++y 二 +27r(1—y)]. 


解 ” 取 对 数 得 
六 In(z’ 十 y) 二 lna 十 arctan 学 ， 
对 工 求 导 , 得 
ZHYY _ xy 一? 
ry rity 
于 是 ， 
y= 
将 上 式 对 工 求 导 ,得 
XZ 十 y 
st WEIGH 2 2y_ ry 2 _2(r+y) 
> (zx—y)’ Cz—y) (zx—y)’ (zx—y)’ (zy, +F0). 
【1151】 设 丙 数 f(x) 当 xxo 时 有 定义 且 二 阶 可 微 . 应 当 如 何 选择 系数 <, 及 c ,使 函数 
fx), TY<Szo， 


F(z)= 
a(r—z0):+b(z—zxo)tc, zx>ro 


是 二 阶 可 微 函 数 ? 
提示 注意 F(z 一 0) 一 FFGzo 十 0) 一 F(zo)，FC(zo) 一 FEF4(z) 及 术 (zo 一 0) 一 民 (zo 十 0). 
解 ” 按 题 设 已 (z) 存 在 ,所 以 ,F(z) 在 点 ro 连续 , 即 
lim F(zx)= lim F(x)= F(xo), 


TO 一 0 xz0 十 0 


也 即 
lim f= lim ,ar Zo) 2: 十 (Cr 一 ro) 十 cj] 一 xzo)， 


Tro ro 


于 是 ,c= 二 f(xo). 其 次 ,由 F’ (zo —0)=F (zo 十 0) 得 
f(xo)=[2a(zx— xo) 二] oe =b， 


再 由 F(x 一 0) 二 19(zo 十 0) 得 /zo) 一 24, 于 是 ,a0 一方 f(zo)， 


【1152】 质点 作 直线 运动 的 规律 为 ;二 10 十 201 一 52. 求 其 运动 的 速度 和 加 速度 . 在 :一 2 的 时 刻 ,速度 
与 加 速度 等 于 什么 ? 
解 ” 速 度 v= 时 =20 一 10z,v| ,=03; 而 加 速度 w wu 一 晕 = 一 10， 世 | -一 一 10. 


【1153】 质点 M(xz,y) 沿 圆周 十 y 二 a? 匀速 运动 ,运动 一 周 的 时 间 为 工 若 质点 在 时 刻 上 一 0 位 于 点 
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Mo (a,0) , 求 质点 M 的 速度 和 加 速度 在 Oz 轴 上 的 投影 "和 
解 设 点 M 的 坐标 为 (z,y), 由 于 人 MOM= 红 : ,从 而 ， 


2x 
I 二 acos i. 


T 
于 是 ,速度 和 加 速度 在 Oz 轴 上 的 投影 分 别 为 


_dz_ 2ra ,in 2 _dz_ dra 2r 
di TT 


【1154】 在 重力 场 中 ,质点 M(z,y) 在 竖 直 平面 Ory 内 以 初速 度 vo 沿 与 水 平面 成 a 角 的 方向 抛 出 . 建 
立 运 动 方程 (忽略 空气 阻力 ) 并 计算 速度 wv、 加 速度 zw 的 大 小 及 运动 轨迹 . 质点 的 最 大 上 升 高 度 和 射程 等 于 


多 少 ? 
解 ” 若 不 考虑 空气 的 阻力 , 则 有 
一 mtcosa， 
人 
?一 mtsina so gt 。 


BE _ 
2w cosia’” 


kK 


此 即 运动 方程 . 化 为 直角 坐标 方程 ,得 
3 一 Ztana 
即 轨迹 为 一 抛物 线 . 速度 
v= VET (至 ) + (VY) = VAcorat tia = VHT do gina, 
而 加 速度 


2 2 
w= VET 相 =A/ (党 ) +( 合 ) = VTST-< 
又 垂 = ana 一 二 2 在 最 大 高 度 处 ,和 2 一 0. 此 时 
工 vocos’a TX 
z= Wcos’atanag _ Wsinacosa 
8 8 


于 是 ,最 大 上 升 高 度 为 


_ Wcosasina g Wsin’acos’a Wsin’o 
二 一 tana 一 机 2 。 


Hax 
g 2 硼 cosza 区 2g 


上 式 也 可 从 党 一 0 解 出 1 一 中 ae, 再 以 + 值 代入 y 的 表达 式 而 得 到 .在 最 大 射程 处 有 :> 一 0. 于 是 ， 


2 
二 0， 解 得 一 区 sin2a 


一 _SZ 
t 二 
Tana 2cosia 有 


从 而 ,最 大 射程 为 2 
【11553】 质点 的 运动 方程 为 
二 4sinwt 一 3coswt， yy 二 3sinwt 十 4coswt (〈o 为 常数 ). 
求 运动 轨迹 .速度 与 加 速度 的 大 小 ， 
解 ”由 于 
ZX:+y =16sinwt+9cos:wt— 24sinwtcoswtt 9sin? wt 16cos’: wt 24sinwtcoswt 
=25(sin? wt cos? wt) = 25. 
所 以 ,运动 轨迹 为 一 以 原点 为 中 心 ,5 为 半径 的 圆 . 
其 次 ,速度 与 加 速度 的 大 小 分 别 为 
"VE ( 本) +( 富 ) 


t 


70 


= W(C4ucoswt 十 3wsint)5 + (3wcoswt— 4wsinwt)’ 一 5|w| ， 
“T+ (RF) (全 ) 
= W( 一 4ogsinwt 十 3wzcoswt)5 + (— 4 coswt— 3 sinwt)? 一 5w2. 
求 下 列 指定 阶 的 导数 : 
【1156】〗 > 一 z(2z 一 1)2(z 十 3)3, 求 y 中 及 yy 
解 > 是 z 的 多 项 式 , 最 高 次 数 为 6 次 ,因而 ， 


3y60 一 1。22。13。6! 一 4。6! 一 2880， 
y7 一 0. 


【1157】 2 一 六 , 求 交 ， 


m—1 


解 y =—amz- 3 
y=am(m+1)zr-”"?, 


=—am(m+D mio)r "=— mt (mt) (0). 


x 


R1158】 y=Vz, 求 ya 
和 


———l (>0), 


2 7 Vr 
其 中 1711 王 1。3…15。17. 


x? 
[1159] yz 求 y's 


一 1 十 1 _ 
解 y= 二 一 一 (xz +D+ 计 一， 
一 一 1 1 /一 2 Wm 2。3 ,, (8 81 
yD Ya Yd YY Ta A 
1 十 并 
F1160】 y= , 求 yaom . 
> Vl—zx > 


解 y=(1 十 x) (1 一 zx) 站 ,利用 莱 布 尼 芯 公式 ,得 


y400) 一 2 Cioo (1 二 + zx)?[(1C— zx) 支 ]aoo- 一 (1 十 z)[(1 一 过 ) 一 去 ]aeo 十 Cloo[(1 一 z) -去 ]e9， 


11 11 
(1 一 z- 侣 十 100 。 一) 


_ 197!!(399—zx) 
210(1—z) "VI—zx 

【1161】〗 > 一 zze2= ， 求 y20 . 

解 y2 一 x? (er) 0 十 2xClo (e*) 二 2Ch (Ce) 一 220ezr(z2 十 20z 十 95). 


一 (1 十 z)。 


(z<<1). 


【1162】 ?= 生 ， 求 多 9 


《10 一 中 10 
解 y"” 一 b> cue (二 ) 一 ex 》) (一 1 人 其 中 Aio 一 10。9…(11 一 站 及 A% 二 1. 
i=0 i 
【1163】〗 >y 一 zlnz, 求 y 


解 y 一 1 十 lnz， y= 十， “ 3 一 一 站 (zx>0). 


【1164]】 ?= 站， 求 yG . 
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) 1 一 lnz 
解 y 一 2 ， 


工 
1 屏 一 2z(1 一 lnz) 
AN _ x 3 一 2lnz 
> x rs ? 
— 2 .7 3x (3—2Inz) 
久 并 11 一 6lnz 
了 Xx 元 4 ? 
6 . 2 一 4xz3(11 一 6lnz) 
(x _ 50 一 24lnz 
> x rs » 
24 3 
一 rr 5r (50—24lnz) _ 
ye I -1 _274 ne (22>0). 


【1165】 y==x?sin2x, 求 ys9 . 
解 yi 一 妇 (sin2zr)460 十 Cj。，。27r。(sin2z)49 十 2C3 (sin27r) ® 


2 77sin(2x+ on)+1007* 29sin(2z+ 人 Mx) 十 中 5 2sin(2r+ 名 x) 
二 2 ( 一 x?sin2x 十 50xcos2z 十 Hsin2z) . 


3 工 
【1166】 y= 一 , 求 y. 
VI—3r 


Wo 1 WW) ,1 1 YW wm 1 vy 
解 y -cos3z( A) 十 Ci (cos3x) (i) 十 Ci (cos3x) (sz) 
1 
十 (cos3z) 二 = 一 一 一 
”I 
28 coOs3x . 4 1 
(一 3)3 。 十 3( 一 3sin3z) {= )( 一 3)? :一 一 一 
3 (1—3zx)¥ (s ) (1—3z)3 
+3( 一 3:cos3z) (一 二 )( 一 3) 一 十 3'sin3z 一 一 
3 (1—3zx)$ (1—3z)3 
2 _ 2 
28 一 27(1 3z) cos3z+ 2 3Z) - 36 ,iv (z 二 工 )、 
(1—3x)3 (1—3x)3 3 


【1167】 y==sinzsin2xsin3z, 求 ya . 


提示 利用 三 角 公 式 易 得 y 一 4 sin4xz 1 sin6z 十 2 sin2z. 


解 ”利用 三 角 函 数 和 、 差 与 其 积 的 互 化 公式 ,将 y 化 简 得 
?一 本 sin4z 一 于 sin6z 十 二 sin2. 
于 是 ， 


1 . 10 1 
(0) 一 上 上 ,uw 一 
yl 1 4 sin( 4z 十 > x) 4 


一 一 28sin4z 十 28。310sin6z 一 28sin2z. 
【1168】 > 一 zshz， 求 yo . 
解 y10 一 z(shz)too 十 Cloo(shz)c9 一 zshz 十 100chz. 
【1169】 > 一 ercosz， 求 y， 


解 y 一 er(cosz 一 sinz)， 


6vsin(6z 十 总 x) 十 二 "21sin (2z 十 时) 


y=e'[(cost—sinr)+(—sinr— cosz)] 一 一 2ersinz， 
六 一 一 2er (sinz 十 cosz) ， 
3y4 一 一 2er[L(sinz 十 cosz) 十 (cosz 一 sinz)] 一 一 4ercosz。 
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【1170〗 > 一 sin2zlnz， 求 ye 


_ 1 一 cos2z， _l 1 。 
解 y 5 lnz 2 lnz 2 cos2z。jlnz. 
(一 1) 5 2.3.4.5 1 (6) 
6) — 。 。 
yy 2 7 2 (cos2x * lInx) 


60 4 (党 + sin2x 十 (外 一 二 + 和 二 32lnz )cos2x. 
I 


I x 


在 下 列 各 例 中 , 视 z 为 自 变 量 , 求 指定 阶 的 微分 . 
[1171】 y= 二 x;， 求 d’y. 
解 Od 


【1172] y= 一 , 求 dy 


解 dy= ( Ey > )(- 记 ) rdz 一 一 lg (zy>0). 


【1173】〗 y==xcos2zx, 求 di?y. 


解 doy 一 (zcos2z)09 dz 一 [2 zcos (2z+23s ) 十 10。28cos ( 2z 十 Dx) ]am 


一 一 1024(zcos2xzx 十 5sin2zx)dzlo. 
[1174】 y=e’lnzr, 求 dy. 
解 dy=(erlnz) mdri=er (Inz+ 生 一 筷 ++ 训 一 起 ) dz4 . 


【1175$】 y 王 coszchz, 求 dsy. 

解 dy 一 (coszrchz)'e dz 一 8sinzshzdze . 

设 * 为 z 的 充分 多 次 可 微 函 数 ,在 下 列 各 例 中 求 指 定 阶 的 微分 . 
【1176】〗 y 一 巡 , 求 di?y. 


10 
解 doy 一 do(x 。z) 一 >) Ciod' -iudin 


i=0 


_ ， 10 。 ae , 10.9.8，， 10.9.8.7 ，， 
ud zx 十 10d udut Ts 中 xd ut Td ud ut ud 
10.9.8.7.6,，，10.9.8.7 ，， 
tad sd 十 dad udu 
+ dud'u T dudiut10dud ut ud u 


=2ud ut+20dud’ ut+ 90d? wud? w+240diwud’ ut+ 420d'udsu 二 252(d’ wu)?. 
【1177】 y= 二 e, 求 d'y. 
解 ”dy 二 e*du， 
=e"du: ed?u, 
3y—=e[(du:+dudiu)+d(du’)+ dul]=e' (dw 3dud ut du), 
dy=e[(du! tt3dw diut+dudiwu)t+d(ldu: du)t+3d(dudiu)+d‘u] 
=er(du't6dw diut3diw 4dud’ ut dw). 
F1178】 y= 二 lnu, 求 由 >。 


_1 
解 d? 一 二 duw， 
= 2 1 
dy mi de du, 


dy 二 二 dui 2 gudiu Fudut ldu= dr — Sdudiut ld. 
u u u u u u 
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[1179】 视 z 为 某 个 自 变量 的 函数 ,由 函数 y 二 f(z) 求 dy,d’y 及 dy. 
解 dy= 王 三 (z)dz， 

diy= f(x)dr’+f (zr)d’z, 

dy=f”(z)dr’ 十 3f (zx)dzxd’:z+f' (xr) dr, 

diy=f'? (xr) dr +3f "(rdr’ dz+3f”(r)dridi ri+3f” (rz) [Cd zx)’:+drd’ zr] 

+f "(zx)drdizi+f (x)d'z 
=f (rdr +6f ”Cr dr dzrt+4f’ (rdrd rt+3f (rx) (diz) + f(x) dz. 

【1180 以 变量 x 和 y 的 逐次 微分 来 表示 函数 y 二 f(x) 的 导数 yy 及 y”, 但 不 假定 z 为 自 变量 . 


解 = 
d d 
d( 旺 ) 加 
wdr/_drdy—dyd’r_|dr dy 
> dz dx’ dr’ M 
g/d ydydzx) dri agzl” 
wo ( dx’ ) dz dy dz d? 
> dz dzs 


【1181】 证 明 : 函 数 > 一 Cicosz 十 Casinz, 其 中 Ci 及 C: 为 任意 的 常数 ,满足 方程 y 十 y 一 0. 
证 y= 二 一 Cisinz 十 Czcosx, yy 一 一 Cicosz 一 Csinz= 一 一 y%, 所 以 ,十 ?一 0. 
【1182】 证 明 :函数 y= 二 Cichz 十 Czshx, 其 中 C1 及 Ci 为 任意 的 常数 ,满足 方程 YY 一 > 一 0. 
证 y= 二 Cishzx 十 Cochzx, yy 一 Cichz 十 Cshz 一 所 以 ,光一 > 一 0. 
【1183】 证 明 : 函 数 y> 一 Ce 十 Coe2 ,其 中 Ci 及 C 为 任意 的 常数 , 及) 为 常数 ,满足 方程 
外 一 (十 jz)y 十 Nihsy 一 0. 
证 y 一 Ce 十 Case 见 一 Ce 十 Ce 于是， 
YY 一 (十 1z)y TANy 
一 Ce 十 Cage 一 Ce 一 Caea 一 Ce 一 Cohihaes tCANen tC A 一 0. 
【1184】 证 明 : 函 数 y= 二 x"[Cicos(lnz) 十 Czsin(lInz)], 其 中 Ci 及 Cz 为 任意 常数 ,n 为 常数 ,满足 方程 
xy+(1~2n)zry 十 (1 十 12)y 一 0. 
证 y 王 nzclifCcos(lnz) 十 Cssin(lnz)] 十 z 一 [Cscos(lnz) 一 Csin(lnz)]， 
=x" 人 (一 ?2 一 1)[CCicos(lnz) 十 Cosin(lnz)] 十 (22 一 1)[Cacos(lnz) 一 Cisin(lnz)] )， 
于 是 ， 
22 风 十 (1 一 22)zy 十 (1 十 要 7)y 
一 {(22 一 2 一 1)LCicos(lnz) 十 Csin(lnz)] 十 (22 一 1)[Cscos(lnz) 一 Csin(lnz)]》 
十 (1 一 2z)z{2[Cicos(inz) 十 Cssin(lnz)] 十 [Cscos(lnz) 一 Cisin(inz)]》 
十 (1 十 n:)x"[Cicos(lnz) 二 Czsin(lnz) |]=0. 
【1185】 证 明 ; 了 水 数 


y 一 让 (Cicos 务 +Czsin 去)+e 凋 (Caeos 工 十 Clsin 去 ) ， 


V3 V2 [2 
其 中 Ci ,Cz ,Cs 及 C 为 任意 常数 ,满足 方程 y* 十 y 二 0. 
证 y= e 志 (局 冯 + 邱 名 sin 务 - 侈 sn 竺 异 : 讽 ) 
te 这 (一 司 oo 让 - 喇 sn 音 - 呈 sn 三 + 居 os 辣 )， 
ye 凑 ( 呈 cos 振 + 凶 5 i n 总- 时 sm 过 + 多 cos 务 sin 关 + 全 私 ~ 叶 cos 去 凶 sin 秀 ) 


工 Zz 
十 e 译 ( 时 cos 兰 + 字 sin 基 + in 记 和 二 + 2 sn 万 2 太 2 万 
一 e 序 (Coeos 误 -Csin 霹 )+e 误 (Csin 霹 Ceos 声 )， 
y=( ”二 e 充 -Ceos 充 -Csin 廊 )+e al Geos 充 -Csin 知 ) 一 -> 


于 是 ,y* 十 y=0. 
〖1186】 证 明 : 若 函数 f(z) 有 7 阶 导 数 , 则 [f(az 十 BD) 二 a"f 中 (az 十 6b). 
证 每 求 一 次 导数 , 均 要 乘 以 因子 (az 十 六 "一 a, 所 以 ,[ Faz 十 人 ] 思 一 ar (az 十 站 )， 
[1187】 车 P(z) 一 aoz 十 alz 1 十 … 十 ca， 求 Po (z). 
解 P(x) 二 aonzx” 1 十 al (一 1)z 2 十 … 十 ao 1， 
P(X)=aonn—1)7r 2 十 ai 一 1)(2 一 2)z 3 十 十 ao ， 


忆 ”(z) 一 mlao。 
求 y" , 设 : 
_azx+b 
【1188】 一 此 二 7. 
~ /_ ad—bc w__2c(ad—bc) 这 证 本 
提示 yy 一 (cz 二 057 3 Cez 下 05 利用 数学 归纳 法 ,可 证 得 
ww (TD" ce! (ad— bn! _ad 
y a (天 c c 天 0). 
解 /_&CcZ 十 四 一 cCaz 十 ad—bc 
> (cz 十 3 (cz 十 dD2 
“2cCad 一 bc) 
?了 (cz 十 GD 
利用 数学 归纳 法 ,可 证 得 
ww (De (ad— bn! _ad 
了 (cz 十 GD (zz c” cA0). 
事实 上 ,对 于 n==2 等 式 成 立 , 设 对 于 n 等 式 成 立 , 则 对 于 nn 十 1 有 
rn (7D)" ee" (ad—boOn!lnt D(zrta ee CD lw l(ad~b) (nt 1D)! 
> 《cz 十 ET (cz 十 drDTI 
即 对 于 n 十 1 等 式 也 成 立 , 于 是 得 证 . 
1 
[1189] > 一 二 TI 一 5 
1 1 
解 > 一 TT 一 工 
) 1 (a) 1 DD (—1)” 1 
2 一 (一 ) + (二 二) | tl ta | 《Z 天 0， 天 1)， 
1 
{1190] y 5 一 37 二 7 
夫 ll 
提示 7 7—2 7Zz 一 1 
1 1 1 
解 ?了 rar xi 7 一 T 
(Woy 1 _ 1 
y 《 Dn! | Gm ci | (z 天 1，Zz 天 2). 
1 
【11913 一 。 
> 1—2x 


万 
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-aa 2n— D1l 1 
解 ?一 (一 地) (一 吝 ) (二 )…( 一 2 一): (—2)"(1—2zx) 2 一 (z< 5 ). 


ZZ 
1192 一 。 
[192】 y 
一 《Z 十 1) 一 -二 
不 一 1 一 (1 十 z 寺 一 (IT 十 z) 
提 > ViTz 
解 y= 入 让 1 一 (+zx) 了 一 (1 十 z). 
1 二 xz 
»_2/_1 4 35 二) (和)…(- 2 
y= 各 ( 一 寺 ) (条) 一 (3)atz) 等 一 (- 二 )(- 生 (tz 
—1)"tl 。 . 4 一 
一 D” 1 4…c3n 一 5 [2(1 十 z) 十 (3n 一 2)] 
3" (1 十 式 )” 可 
(一 DD ”1 。4。 7 (3n—5) (3nt+ 27) (n>2; xz 天 一 1). 
3"(1 二 Zz)"t3 

【1193〗 y= sin’zx. 
提示 y=sin2zx, y= 二 (y)" ?=(sin2r)™ 
解 y 一 2sinzcosz 一 sin2z， 

y? = (sing) =2"1sin(27+ Tr) =——2" cos(2z+ 双 ). 
【1194】〗 y= cos’x. 
提示 仿 1193 题 的 解法 . 
解 y 一 一 2coszsinz 一 一 sin2z， 

y=— (sin27) "1 = —2" tsin(27+ Fr) =2" cos (2z+ 妇 x). 


[i1195Y y= sin3 z. 


3. 1， 
提示 y= 二 本 sinz 一 本 sin3xz. 


解 y=sinrsin:zx= 去 sinz(1 一 cos27z) 一 去 sinz 一 于 sinzeos2z 一 革 sinz 一 工 sin3z. 


一 3 王 3 : 了 
2 ”一 本 sin ( z 十 2 x) 4 sin (3z 十 2 x). 
【1196】〗 y= cos’z. 


提示 yy 二 误 cosz 十 于 cos3z. 


解 y 一 coszcos2z 一 去 cosz( 1 十 cos2z) 一 到 cosz 十 到 cosrcos2z 一 革 cosz 十 工 二 cos37- 


y™ 一 闻 cos(z 二 如) + 于 cos(3z 十 于 x). 


4 
【11973 y= sinaxsinbz. 


提示 y 一 言 cos(a 一 了 )z 一 言 cos(a 十 BX. 


解 y 一 言 cos(a 一 BD 一 二 cos(a 十 bz. 


y™ 一 言 (a 一"eos[ (a 一 6)z 十 又] 一 去 (atb)"eos[ Cat+6)z 二 如 |]. 


【1198】〗 y= cosaxrcosbz. 
提示 仿 1197 题 的 解法 . 


解 ?一 间 cos(a 一 DDz 十 却 cos(a 十 Dr 
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om 一 人 和 cos| (a 已 z 十 去 x ] 十 工 (一 D"cos| (e+oz+ 有 |. 


【1199】〗 y= sinaxcosbr. 
提示 仿 1197 题 的 解法 . 


解 y 一 二 sin(a 十 Dz 十 于 sin(a 一 切 
wl ne n 1 可 ae 一 村 
y = (atb) sin Co 十 bz 十 本 和 十 二 (Ca b)"sin| (ae 一 并 十 2 | 
【1200〗 y 王 sin2zazcospz. 
1 


提示 y= 二 二 cospx 一 广 cos(2a 十 b)z 一 卫 cos(2a 一 b)z 


解 ?一 于 cosbzG cos2az) 一 元 cosbz jcos(2a+b)z— 计 cos(2a—b)z. 


y™ 一 去 Wcos (Bz 十 加) 一 上 (2atb)"cos| (2atb)z+ 加 | —+ (2a—b)reos| (20—D)z+ 名 x |. 
【1201〗 > 一 sin4z 十 cos4z. 


2 3 
提示 y= 1 十 4 cos4z. 
解 y 一 (sin2z 十 cos2z)2 一 2sin2 zcos: 工 一 1 一 去 sin 2z 一 1 一 去 G 一 cos4Z) 一 闻 十 二 cos4z. 


y=4" 1 cos (4z 十 如 x). 


【1202】〗 »= xcosazx. 


解 y= 二 x(cosax) 人 "十 n(cosazx)™ 21 =arzcos(az+ 加 x) 十 na"! cos(az 十 2 17) 


=a'rcos(azt 如 x) 十 na” ! sin (az 十 于 


【1203】〗 > 一 zz sincz， 
n—2 


解 y==a'x? sin (az 十 x) 二 2na” !xsin (azt+ "sr) 二 n(n 一 1)a””? sin(azrt sx) 


一 Q" [= sin(art 委 <«) —2na™! zcos(az+ 于 x). 


【1204】 y= (x’+2zr+2)e 7. 
解 y= 二 (一 1)"(x? 十 2x 十 2)e 十 2( 一 1)” 1(z 十 1)e .nn 二 (一 1)” ?n(n—l)e 
=(—1)"e zx[Lz 一 2(2 一 1)z 十 (2 一 1)(z 一 2)]. 


二 
【12051 > 志 。 


四 


n zl 1 一 1)( 一 
解 ce (二 ) e [二 + D+ 2 上) 


k=1 


【1206】〗 y= e’cosz. 


解 y 二 e’ (cosz sinz) 一 2 二 ercos(z 十 到 ) ， 
y -对 ee [cos(z+ 于 ) 一 sm(z+ 到 )]- 叶 ecos(z+ 吾 )， 


利用 数学 归纳 法 可 证 得 y” 一 2ercos(z 十 亚 ). 


【1207 y= e’sinz. 
提示 。 仿 1206 题 的 解法 


解 y 一 (sinz 十 cosz) 一 22ersin(z 十 至) ， 
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多 一 2 二 er | sn(z+ 亚 )+eos(z+ 亚 ) ]=2ersin(z+ 竺 ) ， 


利用 数学 归纳 法 可 证 得 ym" 一 22ersin(z 十 到 小 
at br 
a—bx’ 


一 r__b b 四 op _b_"? 
提示 y TT ap’ (y) (si) 二 (一 去) “ 


【1208】〗 > 一 ln 


,5 b 
解 y TF ta 

wD bn DD!, b(n)! 

> (Catbr)" ta pry 


(n— DI!Ib 。 四 ， 
一 让 一 和 5[(c 十 bx) 十 (一 Dr:(a 一 bz)" (zl<| 生 | 


【1209〗】 > 一 e=P(z) ,其 中 P(xz) 为 多 项 式 . 

解 y 一 e 拓 [ar"P(Cz) 十 Cla 一 PCz) 十 … 十 Po (zr)]. 
【1210】〗】 > 一 xshz. 

解 y= 二 zx(shzx) +n(shz)™ 


工 [er 一 (一 1)"e-z] 十 于 2 [er 一 (一 1 一 1 ec 一 于 [Cz 十 me 一 (一 1)"(z 一 ze *] 


| 


[Czxt+n) (Cechzt shr)—(—1)"(r—n) (chr— shz) | 


{[Cx+n) (1)"(r—n) lchztt[ (ztn) to—1)"(zr—n) J]shz }. 


求 中 y , 设 : 
【1211】 y= x’*e’ 


2 一 2 
解 dy 一 ydz" 二 [z" 二 zr 二 dr 
_ lnzx 
【12123 ?一 本 . 


解 dy 一 yo dz 一 加 二 (二 ) ”+G(- 二 ) (二 ) ”+ 二 二 dlnzpm]dm 


二 
一 和 [nz 一 过 ]dz cz>o). 
【1213】 证 明 等 式 :(1) Fin Je (a? 十 刀 ) 生 sin(6z 十 c 十 mp) 
及 (2) oto Te (a?+6b:)E cos(brt c+ ng), 


其 中 siny 一 及 cosy 一 


__& 
A Va 
证 明 思 路 (1) 注 意 到 


[e” sin(pz 十 c)] =e” [asin(bzx+tc)+bcos(bzrte)] 


= Va:t+B | tt | 
=(a to) e” sin(bz 十 c 十 p)， 
其 中 sing—— 6— cosop 一 2 


VaTp 人 Varip 
同 法 求 得 [er sin(bz 十 c) 了 一 (az 十 妇 ) 生 ee sin(bz 十 c 十 2p) ,利用 数学 归纳 法 ,命题 即 可 款 证 ， 
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(2) 仿 (1) 的 证 法 . 
证 〈1) [er sin(pz 十 c)] ==e”[asin(bzx 十 c) 十 bcos(bzx 十 c)] 


or a . b 
= We 十 好 ee Ee 
= Va’ibh e” sin(bzr c+ 9), 
ba 
其 中 sinp 一 -元 及 cosg 一 -7 十 ， [e” sin(bz+oOF= (Cah te sin(bx+ ct 29), 
利用 数学 归纳 法 可 证 得 
[ec sin(pz 十 c)] = (a + ) 生 ee sin(pz 十 < 十 mp). 
(2) 同 理 可 证 


[er= cos(bz 十 c)]o =(a +h) er cos(bzr 十 c 十 mp). 
【1214】 求 3 , 设 : 
(1) y 一 chazcosbzi (2) y 一 chazrsinpzr; (3) y=shazxcosbr; (4) y= shazxsinbz. 
提示 注意 char 及 shaz 的 定义 ,并 利用 1213 题 (2) 的 结果 . 
解 (1) 3 一 了 er cosbz 十 二 er cosbz， 
利用 1213 题 (2) 的 结果 ,得 


ya 一 到 (ea +b) [er cos(bzr+ng)+e “cos(bri+nx— ng)] 


一 方 (+) {e [eos (bx+ 如 x)cos (ng 一 识 ) 一 sin(5z 二 如 «)sin(npg 一 如 «) | 


te ” [cos (6z 十 至)eos(ng 一 备 x) 十 sin(6z 十 如 x )sin(ng 一 如 x) ] } 
二 (qa? 十 可 ) 放 { 守 革 cos (pz 二 加 x)cos (ng 一 如 7) 


ar 一 ar 


e Te 


一 和 sin (bz 十 加)sin(ng 一 如 x)) 
(a? 十 5?) [cos (np— 如 x)charcos (bz 十 如 x) 一 sin(ng 一 如 x)shazsin (bz 十 如 x) | 
同样 方法 可 求 得 ， 
(2) ym 一 (az 十 只 ) 池 | cos (ng— 扣 x)chazsin (bz 二 如 xn) 二 sin (ng 一 如 x)shazcos (bz 二 名 x) | 


(3) y=(a? 二 +B)¥ [sinngehazsin (bz+ 如 x) +cosnpshazxcos (ez 十 至 r) ] ， 


(4) ym 一 (az 十 如) 各 | —sinngehazcos (bz 吾 ) 十 cosnqgshazsin (bz 二 如 x) ] ， 


其 中 sino 一 2 coso 一 一 -一 
9 VGz 王 丈 ” ? Vaito 


【12153 将 函数 f(z) 二 sin*z ,其 中 p 为 正 整 数 , 化 为 三 角 多 项 式 : 


p 
f(x)= > Acos2Az， 


k=0 


以 求 f(xz). 
提示 令 上 一 cosz 十 isinz， 


解 设 : 一 cosz 十 isinz, 则 sinz 一 曾 (1 一 站 其 中 t 为 上 的 共 罗 复 数 . 于 是 ， 


1 


。 1 一 
2p 一 — 2p 一 
sin’?xz ca (tC—1) 二 (207 


2p 
CSot2e (一 TD 
k=0 


3 
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2 起 
了 C5 (一 D)4cos(2 思 一 24)x。 


D™? £4 


1 
一 (一 D? wanCh tes 
所 以 ， 


Fl 
《sin2px) (7 一 [如 >» Cs,(—1)* (2p—2k)"cos| (22 一 2Dz 十 要 | 
k=0 


pl n 
一 (一 Der22r2en(p 一 Cocos| (2p 一 20z 十 到 | 
k=0 

【1216】 设 ;(1) F(z) 一 sinzp+lzj (2) f(x)=cos?zr; (3) Crz) 一 cos2p 1 7， 
其 中 为 正 整 数 , 求 f(z). 


提示 仿 1215 题 的 解法 . 
解 ” (1) 设 t=cosz 十 i sinz, 则 sinz 一 十 (一 六 ,所 以 ， 


1 2p+1 
Sin2p+ 1 并 TaD > Cepritertl (Oo—1)* zt 
k=0 


2p+1 
1 SY Cir C—1)*[eos(2p+1—2k) ztisin(2p+1—2k) zx] 
k=0 、 


CD 


p 
一 (—1)?tt2 22C 和 +1Sin(2 思 十 1 一 2 有 ) 工 。 
=0 


上 


所 以 ， 

p — 对 

f° (2)= 》) (一 DPC 和 rn ee sin| (22 十 1 一 26)z 十 要 |]. 

二 0 

类 似 1215 题 及 本 题 (1) 的 方法 ,可 求 得 : 
p—1 
(2) fz)= (cosrr)® = 之 2" 1(p—h)"Ch,cos| (2p—2&)z+ En |; 
二 1—2k)" 


户 
(3) Hom (kz 一 (costrrizm 一 > Lp 
下 一 0 


【1217】 利用 恒等式 


7 bcos[ (2p+1—2k)z+ 如 x |. 


ll 1) 
T+] 2i\zx—i zt+i 
证 明 : 


(Fh) ~ sinL (nt Darccotz]. 
提示 将 复数 Zz 十 i 及 Xz 一 i 化 成 下 列 形式 : 
ZX 二 i 二 =r(cos0+i sing). xi=r(cos0—i sing), 
其 中 r 一 (1 十 xz) 去，g 一 arccotz， 并 利用 棣 莫 弗 公式 . 
证 将 复数 x 十 i 及 z 一 i 化 成 下 列 形式 : 
z 十 i 一 r(cosb 十 1 sing). > 一 i 一 r(cosg 一 1 sing). 


其 中 > 一 (1 十 z2) 去 ，g 一 arccotz。 


于 是 ， 
1 "| 1 1 Cn) 1 (nn) _1 (—1)"n! (—1)"n! 
(#1) 21 [Ga;) (ai) ] 21 ess (zt)"! | 

一 nt t 

= rt)" zi)""] 
一 n. 了 

= (rt! Leosnt 1)0tisinGnt 1)0]—r+! [cosCnt1)0—i sinCn 十 1)]6》 

(Dn! br.. (1l)"n! . 

CE DC Sin 十 10 一 [Tsin[(2 十 1)arccotz]， 


时 g0 


1 (nm) (—1)"n! . 

; = 1 . 

所 以 ， (= 二 1 ) cD sin[(z 十 1)arccotz] 
[1218】 求 函数 F(z)=arctanz 的 n 阶 导数 . 


1 
提示 “注意 (x) 一 了 二 可 并 利用 1217 题 的 结果 . 


解 f(z) 一 于 z: 利用 1217 题 的 结果 ,得 


—1)" 1(Cn—1)1 


一 a—l1 — [ 
f™ (z) = sinfnarccotz]= <— 1 =— DD! D” (nD! 


= sin (narctan 工 ) (天 0). 
Cz’ 二 1)3 (z+1)2 z 
求 A”(0), 设 : 


1 
(1—2z) (I+zr) i 


【1219】 (1) f(x)= (2) f(x)= 


x 
Vi—z 
=1(- 1 1+.2 
解 0) f(z)= 字 (1 和 二 二) 


an 1F(—D"mn! 2 ,FO = 1 2 
于 是 ,f(z) 一 言 | 和 和 +0 和 ar | 所 以, CO 一 全 1)" 十 2"+1], 


(2) f(r)=— Viz+— i . 


1 一 工 
于 是 ， 
f° (z) 一 《22 一 3)11 。 1 〈2" 一 1)11! 1 


2" 2 二 1 2" 2n+1°* 


《] 一 工 ) 3 (1—zx) 3 


所 以 ， 


一 一 一 3)11 
1 Ot (n>1)., 


【1220】〗 (1) f(x)=zxie”; (2) f(x)=arctanx; (3) f(x)=arcsinz. 

提示 (2) 利 用 1218 题 的 结果 . 

(3) 先 证 (1 一 妇 ) 交 一 zy 一 0, 再 对 上 式 应 用 菜 布 尼 蒋 公式 . 

解 (1) f(r)=zx?are” +2nza" ie 十 zt 一 1)ar er, Fom(0) 一 nn 一 1)a" 2 
(2) 利用 1218 题 的 结果 ,得 Fo (0) 二 0 及 ForrD (0) 一 (一 1)5(24)1 (RE 一 0，1,2，…); 
(3) y=/f ‘(zx)= 


1 I 
Vi 一 二” (1—z 2 
车 以 添加 下 标 “0” 表 示 在 x==0 时 的 导数 值 , 则 得 
=f (0)=1, WW=f"(0)=0, 


y=f"(z) 一 


并 且 有 
(1—x’)y ~—zry =0. 
对 上 式 应 用 莱 布 尼 芯 公式 ,得 
(ry —2nry" td nn Dy 一 zyotD 一 ny =0. 
在 上 式 中 , 令 x 二 0, 则 有 
YT n(nm1)y" —ny"=0， 凤 yy =y yn. 
由 于 % 一 0, 故 


y= fC0)=0 (k=0,1,2,.), 
又 由 于 % 一 1, 故 
WD f= 2 1 yD = 2k—1)? 2k—3) y= 
一 [1。3…(2& 一 1)]: 一 [(24 一 1)11]2 (k=1,2,.). 
【1221】〗 (1) f(x)=cos(marcsinz); (2) fz)= sin(marcsinx). 
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提示 (1) 先 证 (1 一 xz?) 一 xy 十 me2y 一 0, 再 对 上 式 应 用 菜 布 尼 蒋 公式. 《2) 同 (1)， 


解 (1)y = 二 f(x)== 二 Sin(marcsinr), 
V1l—zx 

81 2 > mr - . 

y 一 一 I 一 cos(7aarcsinZ) 一 marcsinr). 
于 是 ， 

=f 0)=0, %=f"(0)=—m’, 
并 且 有 
(1 一 好) 多 一 zy +m y=0. 

对 上 式 应 用 莱 布 尼 茨 公式 ,得 


(1 — x) yr —2nzry™*Y —n(n— Dy™ 一 工 YCTD —ny'™ 二 m?y™ 一 0. 


令 zx 一 0, 即 得 
yt 十 (mi 一 72 ) yl" 一 _ 
由 于 6 一 0, 故 ?名 一 Fr (0) 一 0 (一 1,2,…); 又 由 于 六 一 一 me , 故 
3 一 关 (0) 一 一 [一 (2 一 2)]3 革 一 《一 [一 (2 一 2)2] (一 [ze 一 (2 有 一 人)2] ) ys 


=(—1)*![m’:— (2k—2)?][m’: 一 (2& 一 4)2] Cm 一 22) 这 
=(—1)*m’(m?—22). Em: 一 (2 一 2)2] (k=1,2,*). 


(2) y 一 F(z) 一 cos(marcsinx), 
vi 让 去 
2 
y=f”(r)=— 这 二 sin(marcsinz) 十 Eos marcsinz) 。 
一 并 2 
于 是 ， 


»%=f'(0)=m, %=f"(0)=0, 
并 且 有 
(1—zx)y—zry tm:y=0, 
这 与 本 题 (1) 所 得 的 方程 是 一 样 的 ,因而 也 有 与 (1) 同 样 的 结果 : 
yt 二 Cm On )y" 一 0. 
由 于 六 一 0, 故 y2 一 Fi (0) 一 0 (4 二 1,2,…) ;又 由 于 一 m, 故 
WD = fC0)=— [Lm 一 (2 一 1 y= Oo Dim(m ml) Cm 一 (2 天 一 1)3] 
(k=1,2,.…). 
【1222】 (1)f(x)= (arctanz)’; (2)f(x)= (arcsinz)’. 
提示 (2) 先 证 (1 一 x*)f (xz) 一 xf'(x) 一 2 一 0, 再 对 上 式 应 用 莱 布 尼 荧 公式. 
解 (1) 仍 以 下 标 带 “0” 者 表示 在 x 一 0 时 的 导数 值 ,应 用 莱 布 尼 芯 公式 及 1220 题 (2) 的 结果 , 即 得 


eat (0) 一 (arctanz。arctanz)C2t 0D 一 0 (k=1,2,.). 


2 
f° (0) 一 (arctanzarctanz)426 一 >， Ci (arctanz)42 (arctanz) 2) 
一 个 
1 
一 >， C2! (arctanz)s + (arctanzr) le 2 
i=0 


1 
= > CHC— D2D 1 1 2k— 2i—2)1 
i=0 


D122i 2)! 
2 GFT CRI ! ! 
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kl 
一 1 
DT (2! 2 Tt 


i=0 


一 (一 1) 生 (2 1 3 [去 (二 + 元 和) 
“OLR\2iTl 到 一 2 一 1 


娄 一 1 1 
=(—1)* 12(2k—1)! 之 ZR 7 
1 _ 人 11 .+ _ 1. 一 .。 
一 (一 D 和 2(24 一 D1(1 十 村 十 言 十 沪 十 天 2 (12 
(7 (CD 一 -ercsinz 或 VITZ/f’ (x) =2arcsinz, 
对 上 式 两 边 再 求 导 ,得 
fF" 2 
/一 7 A ) x (Tz) ， 
Tf V1l—x AT 一 并 
即 
(1—zx)f’ (rx)—zxf (zx)—2=0. 
应 用 莱 布 尼 茨 公式 ,得 


(1— zf rr) 2nrf Vr) nna Df x rf xr) nf (x)=0. 
在 上 式 中 令 x 二 0, 即 得 
f° (0)—n ff" (0)=0. 
由 于 / (0) 一 0, 故 
DC(0) 一 0 (RE 一 1,2，…); 
又 由 于 f”(0) 一 2, 故 
fC0)= 2k—2) 2k—4).22 0) 二 20 0[(R 一 1)1] C=1,2,.)., 

【1223】 设 F(z) 一 (z 一 a)"p(z) ,其 中 函数 p(z) 在 点 a 的 邻 区 内 有 (2 一 1) 阶 的 连续 导数 , 求 F"”(a). 

提示 ”由 菜 布 尼 蒋 公式 求 得 F 5(z), 再 由 导数 定义 即 易 得 Fo (ea)， 

解 ”由 莱 布 尼 茨 公式 ,得 

大 DZz) 一 (一 arp0 DZz) 十 CCZ 一 0 og" 90 (z) 十 … 十 Cia(n 一 1)…3Cz 一 2 (x) 
+n!(x—a)p(lx). 

于 是 ,f"*?(a)=0. 


按 导 数 定义 , 即 得 
Fe (Wlimt (Zz) 一 大 "一 5 (a) 
ra a 
一 jim[(z 一 a) gpg" (z) 十 Co- 一 0 pg" 2 (Z) 十 十 Ci 一 1)…3(z 一 ao (x) 
十 mlp(Cz)] 
二 ?241p(a). 


〖1224】〗】 证 明 : 函数 
2 1 
oo sin 二， Z 工 天 0， 
D， 文 一 0 
(为 正 整数 ), 于 点 z= 二 0 有 一 直到 n 阶 的 导数 ,而 无 (n 十 1) 阶 导数 . 
证 由 莱 布 尼 茨 公式 , 当 z 天 0 时 得 


f(x)= (zzsin 7 )™ 一 S) Ch (x) mT (sin 二 ) 
i=0 


2) 


首先 指出 ,有 
1 


(sni) = >， [wz-eesin( 二 + 笃 ) + (一 zy sin( 二 十 至 ) (x0)， 
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其 中 ae 是 某 些 常数 . 现 用 数学 归纳 法 予以 证 明 
当 i 一 1 时 ,命题 显然 成 立 ; 
设 当 i 二 NN 时 ,命题 成 立 , 要 证 命题 对 i 一 NN 十 1 时 也 成 立 . 事实 上 ,有 


(sn LT) = 3 ag [a sin( 二 十 笃 ) 上 +[ -zrvsin( 土 + 甜 )] 


i -> a — N+tAz- Ni sin( + 奴 )+zrero( 一 zx -sin( 工 1 + 和 17)] 
)] 


二 


NY er met rnsin( T+t) 
A 
《NT+H) 一 1 
一 >») [brsin( 二 十 分)]+(—z -visin( 二 + ar)， 
k=1 
其 中 必 是 一 些 适 当 的 常数 . 二 是, 训 题 对 于 一 切 正 贡 数 均 记 立 
因而 ,我 们 有 
ni se 201 ri 喜 ; 1 ,kx 1 
f° (zr)= 之 Cn Cr mtr Xt | ZU auz cosin( 一 十 私 ) 十 2) sin( 二 二 至) 
(zx 天 0)， 
于 是 ， 
f° (四 一 (一 Drzaermsin( 二 十 玛 ) 十 O(|z|zrm 0 (rr0) (m=1,2,ee nn). (x) 
由 于 


RAC ASD PA 
I TX 


f "(0)=lim 
TT"0 lim 


. 1. 1 
=limx” isin 一 一 0， 
0 X 


Ee 


故 由 (x ) 式 ,得 知 


f°(0) =lim fF 2 lim| zsin( 二 二 于)+OC|z1 ”7) | 一 0， 


XT*0 


一 直 推 下 去 ,得 
Dns fr) ,1 1 (Cn 一 1) 
f° (0 一 lim =lim[ (一 D zsin( 二 +)+OCzxl2) ]= 


Cn) n 
日 41) 1 f(x) (一 1)”. 1 ,nx 
但 /0) -lim 人 im | sin( 土 + 琴 )+0( |， 


I-*0 


在 z=0 近 旁 , 一 sin( 一 二 至) 无 界 且 振 苏 , 故 


不 存在 ,因而 六””(0) 不 存在 . 证 毕 . 


[1225] wn z 尖 0， 在 x 一 0 处 是 无 穷 次 可 微 的 . 作出 此 函数 的 图 像 . 
0， 一 0 


2 -点 


证 当 z 天 0 时 ,三 (zx) 二 ee .下 面 我 们 指出 ,对 于 任何 正 整 数 ”, 均 有 


f" ne 2p,(T) cz0), 


其 中 P,(#) 是 关于 + 的 多 项 式 . 现 用 数学 归纳 法 证 明之 : 
当 “一 1 时 ,命题 显然 成 立 ; 


设 当 "一 上 时 命题 成 立 , 即 Fe (z) 一。 莹 Pi (二 ) ,Pit(O 是 关于 上 的 某 多 项 式 .要 证 命题 对 于 n 一 4 十 1 
时 也 成 立 . 事实 上 ,有 


rcn= [ep(T)] =Be 2p,(l)te rp (+). (去 ) 
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= 去 {2( 二 ) P,( 土 ) 一 (二 ) P (二)}=e Pn (去 )， 
其 中 Pi (DO 是 关于 上 的 另 一 多 项 式 . 


于 是 ,命题 对 于 一 切 正 整 数 n 均 成 立 . 
现在 ,证 明 函 数 f(x) 在 z 一 0 处 是 无 穷 次 可 微 的 . 首先 ,注意 到 


FCz) 一 大 0) imse 
-zx 


f ‘(0) =lim 


其 中 最 末 一 式 的 极限 求法 可 参看 654 题 (2). 仍 用 此 法 , 设 f'" 0) 二 0， 
则 可 证 明 f“*?(0) 一 0. 事实 上 ,有 


f° (0) =lim 丫 (x)—f" (0) =lim{ 过 P， ( 土 )e 广 } 


工 一 0 


=lim{P; (二 )e 卫 }=0， 
(P;: (12) 二 tp"(t) 也 是 1 的 多 项 式 ). 

由 数学 归纳 法 可 知 ,f‘”(0) 一 0 对 于 一 切 正 整数 ” 均 成 立 , 即 函数 f(x) 在 x 二 0 处 无 穷 次 可 微 , 且 其 各 
阶 导 数 为 零 . 图 像 如 图 2. 37 所 示 


【1226】 证 明 : 切 比 雪夫 多 项 式 T(x) 一 -Tcosmarceosz) (m 一 0,1,2,…) 满足 方程 


图 2. 37 


(1—zx) T(x) — rT 7x) +m TT, (x)=0. 


证 T(x) 一 一 一 了 sin(marccosx) ( [|z|<= ),， 
Om- /一 并 
n 二 m mz . 
T» (Xx) PT cos(marccosz) Ti C1 sin(marccosz). 
于 是 ， 
2 
(1—z) T(x)=— cos(marccosz) 二 一 sin(marccost)=—m’T, (rz)+zxT, (x), 
2 2"-1VI 一 地 


即 (1 一 z2)T2 (zxz) 一 ZTCz) 十 ra2T(z) 一 0. 


1 
2”m1 


(1—z)P, (zx)—2rP, (zr) +m(mt+1)P, (x)=0. 
提示 令 y 二 (x 一 1)", 可 得 (x? 一 1)y 一 2mmzy， 并 利用 菜 布 尼 茨 公式 ， 
证 设 y=(x’ 一 1)" ,就 有 
y= 二 2mz(zx? 一 1)"”! 或 (7x:—1)y =2mzry. 
对 上 式 两 端 各 取 (m 十 1) 阶 导数 , 按 莱 布 尼 茨 公式 , 即 得 
(XT)y™? +2m+ Dzry™ 十 (十 1)y =2mry”" i +2m(mt1) y™. 
于 是 , (x 一 1)y "1? 二 2ry "DD —m(m+1)y"™ =0. 


两 端 再 以 二 上 乘 之 ,并 以 P, (xz) 二 -ym 代入 , 即 得 所 要 证 明 的 等 式 


2”"m1! 2™"m1! 
(1—z) P(r)—27rP, (xr) tm(mt1)P, (zx)=0. 

【1228】 切 比 雪夫 一 拉 盖 尔 多 项 式 定 义 如 下 : 

Lan(z) 一 er (ze )™ (m=0,1,2,.). 


X1227】 证 明 : 勒 让 德 多 项 式 P(x) 二 [Cz 一 1)"jw (Cm 二 0,1,2,…) 满足 方程 


求 多 项 式 La,(x) 的 显 式 表达 式 . 
证 明 :L (x) 满足 方程 zx) 十 (1 一 Xx)L% (Cz) 十 mL (x) 二 0. 
提示 令 > 一 ze ,可 得 xy 十 (x 一 m)y 二 0. 并 利用 菜 布 尼 茨 公式 . 
解 ” 按 莱 布 尼 茨 公式 ,有 
Lon(Z) 一 后 {(—1)"x"e 十 (一 1)” Cmz"™ le 十 … 十 (一 1)Cz -iatrze -十 male》 
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一 (一 1)”z” 十 (一 1 1Chaz :十 十 (一 Cr mm!l 
二 (一 1)”[x" 一 mz” 十 十 (一 1)”* 1m?(m 一 1) rt 十 (一 1)”m1 
其 次 , 设 y=x"e ” ,就 有 


于 是 ， 
Xxy 十 (Zz 一 1)y 一 0. 
在 上 述 等 式 两 端 各 取 (m 十 1) 阶 导数 , 按 菜 布 尼 茨 公式 , 即 得 
2Zyen+2 十 (十 1) + 十 (一 m2)y 十 (十 1)y 一 0 
或 
zyn+3 十 (TI 十 xz)ymtD 十 (十 1)y 一 0. 
再 设 = ye"”, 则 由 上 式 可 得 
Z 邓 十 (1 十 z)z' 十 (ma 十 1)z 一 0. (1) 
由 于 L, (x) 二 e'z, 故 
L(x)=e (z+z), Ln (rx)—=e’ (z+2z tz ), 
于 是 ， 
TL THT L (z+mLn (x)=er {x(zt2z +) + (or) z+) 二 mz} 
: 二 er {zz 十 (Zz 十 1)z 十 (m 十 1)z). (2) 
将 (1) 式 代 人 (2) 式 , 即 证 得 
ZL (zz) 十 (1 一 z)LoCz) 十 mo(z) 一 0. 
12291 设 y=f(w) 及 w= 二 plz), 其 中 f(z) 及 p(x) 为 n 阶 可 微 活 数 .证 明 ; 
> > A DSS dao， 
其 中 系数 Ai (zx)(k 二 0,1,…,n) 与 函数 f(w) 无 关 ， 


证 由于 季 一 /Dg (z), 获 命 证 当 n 一 1 时 成 立 . 


设 当 "一 mm 时 命题 成 立 , 即 有 全 一 > A,(z) f(s) ,要 证 命题 对 于 n 一 mw 十 1 时 也 成 立 .事实 上 ,有 
= 


m+ 1 m m 
TED AD DD AD DHTA DD Wg (7)) 
k=1 去 一 】 


dzmt+l 


1 
B, ( 工 ) Fe Cu) 9 


1 


其 中 ,Bi(x)==Ai(z)， Bi(z)=9 (zx)Ari(z) + As (xX) (k=2,3,. ,7m), Bn+1(z) 二 An《(zx)yg (x), 它们 均 与 
f(w) 无 关 . . 
于 是 ,由 数学 归纳 法 得 知 , 近 一 2， Al(z) Cw) 对 于 一 切 正 整数 均 成 立 . 

k=1 


【1230】 证 明 ; 对 于 复合 函数 y 王 f(z?) 的 nn 阶 导 数 , 成 立 公 式 


1)(n—2)(n— 3) 
21! 


m+ 
k= 


P22)"f™ C2) + 2 fr) + 


11 (2z)" f(r), 


提示 利用 数学 归纳 法 . 
证 当 w 一 1 时 公式 成 立 , 事 实 上 , 肪 一 2z/ (zx?). 


设 当 n 二 m 时 公式 成 立 , 要 证 公式 对 n 一 m 十 1 时 也 成 立 . 事实 上 ,有 
d"+iy dd ( 伟 ) 


da dd 


) 


一 272(2z)” f(r) + rt + (za) 十 下 mm 2(m 一 2)(2z)m 3 fo 《Z2 ) 
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ml(m—1)(m—2) (m3) on, 4)(2z)m-5 fm- (7) 


+ 2x)" fo (x?) 十 1 


十 到 2) (mC— 3) (7 )m-3 fm (zz) 十 … 


= 20" fr (zz) 十 [2m 二 mm |] (2z)”1 f(x) 


二 [到 Co 一 (一 人 + Dm m3 | (2z)m-a fd (Cz) 


和 多 


= 27) fr +2) "fo™ (Cx!) 


st Dnt Don 


这 正 是 公式 对 于 n 二 m 十 1 时 的 情形 . 于 是 ,由 数学 归纳 法 得 知 ,公式 对 于 一 切 正 整 数 n 均 成 立 . 
【1231】 切 比 雪夫 一 埃 尔 米 特 多 项 式 定义 如 下 : 
再 (xz) 一 (一 1])”e (e*)™ (m=0,1,2,.). 
求 多 项 式 H, (x) 的 显 式 表达 式 . 
证 明 : 互 ,(z) 满 足 方程 H(zx) 一 2+H$ (xz) 十 2mH, (z) 一 0， 
解 设 y=e ”, 则 有 
yy 一 (一 2z)e- 二 一 (一 1D)1(2z)ierv ， 
y=e*[(—27):—2]=[(—1)’(2x)’—2]e- 
一 般 地 ,可 用 数学 归纳 法 证 明 
一 [一 DG2a" 十 (一 Dr 到 (2z)m 


1ym- am(m—1)(m—2)(m— 3) 
21 


(2z)" fn Cr) te 


十 (一 (27)"-1 + ew. 


于 是 ,得 


H, (x)=(—1)"er y™ =(27)"— Tm (gn? Fm Dm (m3) mn 


1 21 
又 y 十 2zy 一 0. 
对 上 式 两 端 各 取 (m 十 1) 阶 导数 , 按 莱 布 尼 茨 公式 , 即 得 
yt 二 2xy "1 十 2(m 十 1) yy 二 0. 
再 设 一 y” ,上 式 就 是 
十 2xz’ 十 2(m 十 1)z=0. 
由 HH, (x) 一 (一 1)"e”z, 得 
H(zx)=(—1)"er (2zz 十 z)， 
HH (x)=(—1)"er [(4z2 十 2)z 十 4zz' 二 ]. 
从 而 有 
H(zx)—2zH’ C7)+2mH, (x)= (—1D"er ((47’+2)z+4zrz 2 — 4riz—2re 2mz} 
=(— "er {#2zrz’ 2(m+1)z). 
将 (1) 式 代入 (2) 式 , 即 证 得 H(zx) 一 2xH% (zr) 十 2mH, (x)=0. 


【1232】〗 证 明 等 式 : (zx"! ot) m= 


证 NT 


设 当 "一 《时 等 式 成 立 , 即 有 (ze 一 全 “c+ , 要 证 等 式 对 n 一 k 十 1 时 也 成 立 . 事实 上 ,有 
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(1) 


(2) 


(x ez)etrD 一 [(z 。 re) 了 一 [zztle 二 ) 人 9 十 ECztrieE)4D 了 ]/ 
一 rztrleLyJG+D (rie) +R et) 
1 
-| | +(k+1) Ge et 


《二 1 (AR 十 1) 1 1 CD 十 (一 ] 六 (十 1) i 1 


€r 十 er. 
rt! rt? zetl et? 


于 是 ,由 数学 归纳 法 得 知 ,Cx!1et) 中 一 人 三 闪 t 对 于 一 切 正 整数 均 成 立 . 


【1233】 设 革 =D 表示 微分 算 子 ,f(D) 一 》) ps(z) D 为 微分 符号 的 多 项 式 ,其 中 pr Cz) (k= 二 0,1， 


…,n) 为 工 的 某 连 续 函 数 .证 明 : 
f(D){eru(z)}=er f(D+Au(z), 
其 中 4 为 常数 ， 
证 ” 按 莱 布 尼 茨 公式 ,有 


友 
D' (erul(r)}=[eru(z)]® = > Cle Pu (z) 一 ex >) Caiui(z). 
i=0 


另 一 方面 ,有 
(D+A)*ulz)= > CiDewrDx(z) 一 > CiAiu td (Cr). 
i=0 
因而 ,得 
D' (esul(r)}—er (D+Au(z). 
于 是 ， 


f(D) {eu(z)}= > Pr (xz) Dr {erulz))} = > PriCTI DTA ur) = f(D+Au(z), 
即 f(D) (eru(r)}=er f(D+Au(z). 
【1234】 证 明 : 若 在 方程 > an z+ 9 学 =0 中 令 z=e ,其 中 1 为 自 变量 ,此 方程 化 为 


nn 


2 a DCD— DD—k+l)y=0, 


丰 二 0 
__d 
其 中 已 一 二 
证 明 思 路 记 6 二 4 则 有 
Li dz 
dy_dgy,dr_, > 一 -， 
Dy de dx dr ey 或 6y 二 e ‘Dy. 


从 而 ,对 于 符号 口 及 6 有 关系 :6 一 e-'D. 继续 求 得 
Sy=6(6y)=e ‘D(8y)=e ‘DLe ‘Dy]=e '‘[—e ‘Dyt+e-‘D’y]=e-*D(D—1)y, 
利用 数学 归纳 法 可 证 得 
y=e “*D(D—1).(D—k+l)y. (EN) 
从 而 ,命题 易 获 证 . 


证 记 5 一 站 , 则 有 
y 志 


Dy 一 7 证 一 sy 或 6y=e ‘Dy. 
从 而 ,对 于 符号 D 及 6$ 有 关系 
6=e ‘D. 
继续 求 得 
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Sy=e Dle Dy]=e [~—e ‘Dy+e ‘D’y]=e “D(D—1)y, 
一 般 地 ,可 用 数学 归纳 法 证 得 
6* y=e *D(D—1)(D—k+1)y. (1) 
事实 上 , 设 公 式 (1) 对 上 二 m 时 成 立 , 则 有 
Bo+D y=6(6™ y)=e ‘D[e ”DD(D—1)*(D—m+t+1)y] 

=e-'[—me "DD—1).(D—m+1)yt+e “D’(D—1).(D—m+1)y] 

一 e+b0D(CD 一 1)…[D 一 (mm 十 1) 十 1]y， 
即 公式 (1) 对 于 二 m 十 1 时 也 成 立 . 于 是 ,公式 (1) 对 于 一 切 正 整数 均 成 立 . 

于 是 ， 


。 网 。 
asz; = Darid ty= >》 ae + e DD 1) (Dk+1)y=0, 
k=0 k=0 


即 了 》) atD(D 一 1D)…(D 一 上 十 1)y 一 0. 


k=0 


§6. 罗 尔 定理 、 拉 格 朗 日 定理 和 柯 西 定理 


1” 罗 尔 定理 ”车 函数 f(x) :(1) 在 闭 区 间 [a,5] 上 有 定义 并 且 是 连续 的 ;(2) 在 此 区 间 内 有 有 限 的 导数 

了 f(z);(3)f(a) 一 了 (5), 则 在 区 间 (a,6) 内 至 少 存在 一 个 数 ,使 
f'(0)=0. 

2” 拉 格 朗 日 定理 车 函数 f(x):(1) 在 闭 区 间 [a,56] 上 有 定义 并 且 是 连续 的 ;(2) 在 区 间 (a,b) 内 有 有 限 

的 导数 f(z), 则 
f(D 一 fa) 二 (6 一 a)f'(c)， 其 中 a 之 c<6b 

(有 限 增 量 公式 ). 

3” 柯 西 定 理 若 函 数 f(x) 及 g(x):(1) 在 闭 区 间 [a,6] 上 有 定义 并 且 是 连续 的 ;(2) 在 (a,5) 内 f(x) 及 
g(x) 有 有 限 的 导数 f(x) 及 g(x);(3) 当 a<zx<b,f (zx) 二 g(x) 关 0;(4)g(a) 关 g(5), 则 


f(6)— fla) _f (0 
gl(d)—g(a) 8g(c) 


其 中 a<<ce<<0. 
【1235】 检验 罗 尔 定理 对 于 函数 


f(z)=(zx—1) (rx—2) (x—3) 
的 正确 性 . 
提示 除了 检验 f(z) 满足 罗 尔 定理 的 条 件 外 ,还 必须 检验 使 1'(c) 二 0 中 的 c 的 存在 性 ,这 样 , 才 算 完 
成 了 检验 的 目的 . 
解 (1) 函数 f(x) 在 [1,2] 及 [2,3] 上 连续 ， 
(2) f(x) 在 (1,2) 及 (2,3) 上 处 处 存在 ; 
(3) f(1)=f(2)=0 及 f(2)=f(3)=0. 
由 罗 尔 定理 ,应 该 有 1<c <2,， 2<c<3 存在 , 使 /'(c) 一 0, f (cz) 一 0. 下 面 ,我 们 验证 确 有 这 种 
c1， cz 存在 . 易 知 
jz) 一 (xz 一 2)(z 一 3) 十 (z 一 1)(z 一 3) 十 (z 一 1)(z 一 2)》 一 3z? 一 12z 十 11. 


令 太 (z) 一 0 解 之 ,得 zx 一 2 土 糙 , 故 可 取 
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显然 1 二 a 过 2, 2 之 cs 过 3, 和 且 ff'(0)=0, f'(c)=0., 
〖【1236】 函数 
ft)=1— Vr 
当 二 二 一 1 及 二 1 时 为 零 ,但 是 当 一 1 志 z 志 1 时,f'(x) 关 0. 说 明 与 罗 尔 定理 表面 上 的 矛盾 . 
提示 原因 是 有 (7) 一 一 了 在 + 一 0 处 不 存在 ,不 满足 罗 尔 定理 的 第 二 个 条 件 . 因此 , 当 一 1<x<1 
本 
时 ,可 以 有 ‘(zx) 关 0. 


解 1 (m 一 一 关 , 它 在 [一 1,1] 上 人 恒 不 为 零 ,表面 上 看 是 与 罗 尔 定理 矛盾 的 . 实际 上 不 然 ,原因 是 
区 
f(z) 在 x=0 处 不 存在 ,不 满足 罗 尔 定理 的 第 二 个 条 件 , 故 当 一 1 志 + 志 1 时 ,可 以 有 f'(zx) 关 0. 
【1237】 设 函 数 f(x) 在 有 限 的 或 无 穷 的 区 间 (Ca,5) 中 的 任意 一 点 有 有 限 的 导数 f(x), 且 
lim f(z)= lim f(x). 
证 明 :f'(c)= 二 0, 其 中 c 为 区 间 (a,5) 中 的 某 点 . 
证 明 思 路 ” 当 (a,5) 为 有 限 区 间 时 ,可 令 
f(x), XEl(a,b), 
Fon)=| 
A,， ZX 二 a 与 0. 
其 中 A= lim f(zx)= lim f(x). 
然后 对 F(x) 使 用 罗 尔 定理 . 当 (a,b) 为 无 穷 区 间 时 ， 
(1) 车 a 二 一 0,6 二 十 oo, 可 令 工 一 tant (一 于 <t< 至 ), 对 复合 函数 g() 二 f(tant) 在 (一 于 ,于 ) 内 仿 
前 讨论 . 
(2) 若 a 为 有 限 数 ,5 一 十 o0, 则 可 取 如 之 max(a10), 邻 一 < 一 6, 对 gD 二 了 ( 名 一 于) 在 (a,b。) 肉 
仿 前 讨论 . 
(3) 当 a 二 一 o0,6 为 有 限 数 ,类 似 地 讨论 . 
证 当 (a, 纪 为 有 限 区 间 时 , 设 
fr), ZE(a;p)， 
F(zx)= 
A, ZX 二 a 与 65 
其 中 A= lim f(z)= lim fz). 
显然 F(z) 在 [a,5b]J 上 连续 ,在 (a,b) 内 可 导 , 且 有 F(a) 一 F(5). 故 由 罗 尔 定理 可 知 ,在 (a,5) 内 至 少 存在 
一 点 <c, 使 Fi(c)=0. 而 在 (a,) 内 ,下 (x) 二 f(z), 所 以 ,f'(c)=0. 
下 设 (a,5) 为 无 穷 区间 . 着 a= 一 ,6b 二 十 o, 可 设 


zx=tant (一 了 于 <:< 竺 )， 
则 对 由 函数 f(z) 与 * 一 tant 组 成 的 复合 函数 g(z) 一 f(tant) 在 有 限 区 间 ( 一 于 ,了 ) 内 仿 前 讨论 可 知 :至 少 


存在 一 点 be (一 到 ,至 ) ,使 
g (to0)=f’(c) 。secz 加 一 0， 
其 中 c= 二 tanio. 由 于 seczza 天 0, 故 f (ce)=0. 
车 a 为 有 限 数 ,5 二 十 oo 则 可 取 如 之 max{a;0)》 ,而 令 


一 (po —a)t 
工 Torr 。 


于 是 ,对 复合 函数 (1) 一 了 (名 一 六 ) 在 有 限 区 间 (a,b,) 上 仿 前 讨论 ,可 知 :存在 如 E (a, 如 ) 使 
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bo (bo —a) 


g (to)=f (oO). Cb 2 一 0， 


其 中 c= 名 一 名 .显然 a 之 (之 十 co. 由 于 甸 ( 甸 一 27>>0, 故 f'(O)=0. 
bo 一 加 (bo to) 


对 于 a 二 一 2,6 为 有 限 数 的 情形 ,可 类 似 地 进行 讨论 .证 毕 . 

【1238】 设 函 数 f(x):(1) 在 闭 区 间 [zxo ,x,] 上 有 定义 且 有 (n 一 1) 阶 的 连续 导数 f“ “(x);(2) 在 区 间 
(zo ;ZX1) 内 有 7 阶 导 数 f "(zx);(3) 下 面 的 等 式 成 立 : 

f(xo)=f m1)=% = f(r) (xo). 

证 明 : 在 区 间 (zxo ,x,) 内 至 少 存在 一 点 纪 使 "(8 二 0. 

提示 累 次 应 用 罗 尔 定理 . 

证 在 每 一 个 闭 区 间 

Lxo ,x1 ,Lx ,ZL ,za ,Tnj 
上 ,函数 f(z) 满 足 罗 尔 定理 的 条 件 . 因此 ,存在 7 个 点 
2 
其 中 zh E(x 1 zi) (二 1,2,…,n), 使 
fx)=0 (k=1,2,.,n). 

于 是 ,在 每 个 区 间 [z4 ,zhi1]Ck 二 1,2,…,n 一 1) 上 ,函数 f(z) 满 足 罗 尔 定理 的 条 件 . 因此 存在 点 改 属 

于 (xh ,T4411) (二 1,2,…,n 一 1), 使 
f°’(2)=0 (k=1,2,.,n—1). 

继续 上 述 步 又 ,经 (n 一 1) 次 后 ,得 出 一 个 区 间 [x? ,z3 Clzosyzs), 满 是 ff" 了 (zi!) 二 0(k 二 1,2). 
于 是 在 此 区 间 上 ,函数 f"'(zx) 满 足 罗 尔 定理 的 条 件 . 所 以 ,至 少 存在 一 点 &€ (zx?!' ,zx2 1'), 使 "(6)=0. 

【1239】 设 函 数 f(z): (1) 在 闭 区 间 [La,6] 上 有 定义 且 有 (pp 十 q) 阶 的 连续 导数 了 oz) (2) 在 区 间 
(a,b) 内 有 (p 十 q 十 1) 阶 的 导数 1%" "(zx); (3) 下 面 的 等 式 成 立 : 

f= (0)=%=f (a)=0, f(D)=f (0)=…=f® (2)=0. 
证 明 :在 此 种 情形 下 


JoeterD(c) 一 0， 
其 中 c 为 区 间 (a,5) 内 的 某 点 . 
证 车 p=g. 
在 [a,6] 上 f(z) 满 足 罗 尔 定理 的 条 件 , 因 此 ,至 少 存在 一 点 zf E (a,6b) ,使 F(zf ) 一 0; 
对 于 区 闻 [a,zxf0] 及 [zf ,的 ,函数 f(z) 在 其 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 , 因 此 ,至 少 分 别 存在 xz ,z922 ， 
使 
fz)=0, f(z?)=0; 
继续 上 述 步 又 ,经 过 p 次 后 ,得 出 (p 十 2) 个 点 :a ,zx ,x4 ,zx ,… ,xb ,6b 使 
f Pa)=f Pr)=fH 6)=0 (k=1,2,.,p); 
由 此 (Cp 十 2) 个 点 组 成 (p 十 了 ) 个 区 间 , 仿 1238 题 对 于 它们 重复 使 用 罗 尔 定理 p 次 , 即 可 得 出 点 < 属于 
(a,5b) ,使 
了 ct+e+D(c) 一 0。 
车 p 关 9g, 不 失 一 般 性 , 设 一 p 十 k(k 为 某 正 整数 ). 
当 进 行 ( 如 二 1) 次 后 ,对 于 函数 f ‘(zx) 二 0 而 言 ,在 (a,8) 内 有 (Cp 十 了 个 点 :和 ,名 ，…，é 名 +1 ,满足 
f ?+d (ES=0 (k=1,2,.% ,p+1); 
再 加 上 条 件 ?370(b) 一 212(6) 二 … 二 fA?140(5) 二 0, 重 复 对 此 再 应 用 罗 尔 定理 有 次, 则 在 (a,5) 内 仍 
然 存 在 (zt 十 1) 个 点 :8 E87 ，…， 上 各 1， 使 
ertrD(6) 一 0 (=1,2,.…,p+1). 
以 后 ,每 进行 一 次 ,减少 一 个 点 ,进行 p 次 后 , 即 可 得 出 cE (a,6) ,使 
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Jo+ttortD(c) 一 0， 即 oo+o+r0(c) 一 0. 
证 毕 . 
【1240】 证 明 ; 若 具 实 系数 ai (k= 二 0,1,…,n) 的 多 项 式 
P, (zx)=aox’cTarz” 1 十 … 十 aa (ao 天 0) 
之 一 切 根 为 实数 , 则 其 逐次 的 导数 P(xz) ,P(x),… ,Po (Crz) 也 仅 有 实 根 . 
证 根据 假设 ,此 处 nn 次 多 项 式 P, (rz) 有 nn 个 实 根 . 记 其 诸 实 根 为 cl az，…'a' 并且 是 &; 重 根 ,之 
1Gi 二 1,2,… ,1), 有 十 十 … 十 一 n. 于 是 ,可 改写 P, (x) 为 


P, (x) 一 Co (zx Cl DA (zx az )*2 “Ta 


显 见 w 为 PCz) 的 鼎 一 1 重 根 (1 2 0. 由 Pa) 一 Pu ) 一 … 一 Po) 一 0，P,(z) 可 微 , 据 罗 尔 定 
理 ,存在 所 如 2 ,而 &E€ (aiyait1) ,使 P(g&)=0(i=1,2,.…,/—1). 于 是 ,有 
P(x) 的 根 所 ， 1 
~ vv 


即 ”一 1 次 多 项 式 P(x) 的 根 恰 有 (如一 了 十 (8 一 了 十 十 (一 ]) 十 (1 一 1) 二 十 和 十 十 一 1 一 n 一 1 
个 ,这 就 是 说 ,一 个 ?次 多 项 式 , 若 = 个 根 均 为 实 根 的 话 , 则 其 导数 n 一 1 次 多 项 式 的 n 一 1 个 根 也 必 全 为 实 
根 .反复 运用 这 一 结果 . 由 P(x) 的 x 一 1 个 根 皆 为 实 根 , 便 可 推 知 Pi (x) 的 n 一 2 个 根 也 均 为 实 根 . 如 此 下 
去 , 即 知 关于 P, (x) 的 一 切 低 阶 导数 一 一 直至 P"” "(zx) 也 仅 有 实 根 . 
【12411 证 明 : 勒 让 德 多 项 式 
1 中 


rn dz 


P(x)= {Cx —1)"} 


的 一 切 根 都 是 实数 且 包 含 于 区 间 ( 一 1,1) 中 . 
证 显然 ,2n 次 多 项 式 Qz,(7x) 一 (zx? 一 1)" 二 (zx 十 1)"* (zx 一 1)" 仅 有 实 根 (一 1 是 重 根 ,1 也 是 nn 重 根 ). 


因此 ,根据 1240 题 的 结果 知 P,(7)=—2 二 Qxz (z) 仅 有 实 根 , 且 都 含 于 [一 1,1] 中 . 但 显然 一 1 和 1 都 不 
是 P,(x) 的 根 ( 因为 ,例如 ,一 1 是 Q(z) 的 # 重 根 , 故 一 1 是 地 -Qu (z) 的 单 根 ,因而 一 1 不 是 和 ;Q(z) 的 


根 ). 因 此,P, (zx) 的 根 全 部 位 于 (一 1,1) 中 .证 毕 . 


d” 
dr” 


【1242】 证 明 : 切 比 雪夫 一 拉 盖 尔 多 项 式 L,(x) 一 er 一 (x"e ) 所 有 的 根 都 是 正 数 . 


证 令 Q(z) 二 zx"e ，, 易 知 
Q (z) 一 e [一 1)mz2 十 (一 1)” Cazr 十 …… 十 (一 1)CrIim (2 一 1 (7 一 7 十 2)zz-mt+l 

二 nn) nm)zr "|] (m=1,2,.,n). 

显然 Q” (0) 王 0 (mm 二 0,1,…,n 一 1; 为 方便 计 , 以 下 记 QY (z) 一 QCz) ) ,但 Qe (0) 一 2 天 0. 又 
lim Q™ (zx)=0 (m=0,1,.,n). 
对 函数 Q(z)7 和 区 间 (0, 十 ce) 应 用 1237 题 , 知 存在 6 E (0, 十 0) 使 Q Ce ) 一 0. 再 对 函数 Q(x) 和 区 间 
(0,6) 及 (&? ,十 ce) 应 用 1237 题 , 知 存在 6 E (0.8 ) ,52 E (6 ,十 oo) 使 
QfrC62 ) 一 0 (i=1,2). 
这 样 继续 下 去 ,反复 应 用 1237 题 n 次 , 知 存在 0 和 < 全 一 各 一 …<< 知 << 十 co 使 
QE ) 一 0 (i=1,2,.,n). 
显然 (6 ) 一 0 (i 二 1,2,…,n),- 故 "(i 二 1,2,…,n) 都 是 L, (x) 的 根 .但 由 于 
Li(7z)=e QV (rT)=—1) rT 二 1)" Caz!l+ 二 (DOIintzrtn! 

是 二 的 = 次 多 项 式 , 故 L,(Cz) 恰 有 ?个 根 ( 实 的 或 复 的 ) ,因此 各 Gi 二 1,2,…,n) 是 上 L, (zx) 的 全 部 根 .证 毕 . 


【1243】 证 明 : 切 比 雪夫 一 埃 尔 米 特 多 项 式 H.Cz) 一 (一 "er 号 Ce ) 所 有 的 根 都 是 实数 . 
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证 设 Q(r) 一 e” ,显然 有 


Q (zx)=—2re-” ， x)=2e" (VZz 十 1)(V2z 一 1)， 
从 而 得 知 Q(z) 二 0 有 一 个 实 根 ,Q'(z)=0 有 两 个 相 异 的 实 根 . 


设 QW (Cx) 二 0 有 有 个 相 异 实 根 ,并 记 成 a 过 wz 二 … 过 a ,注意 到 Qw (z) 是 e- 关 与 一 个 下 次 多 项 式 的 乘 
积 ,从 而 就 有 | 


Q(z) =Ae™* (XT—a) (rx—a) (rx— a), 
其 中 A 尖 0 为 某 个 常数 . 下 面 我 们 将 证 Q*+ (zx) 二 0 有 十 1 个 相 异 实 根 .事实 上 ,由 
QP)=QP a) (i=1,2,.,k—1) 
应 用 罗 尔 定理 得 知 , 存 在 BE (ai ,ai+1) ,使 
QD B=0 (i=1,2,. ,ko—1). 
又 由 于 lim Q” (7z)==0 及 Qe (oa ) 一 0, 利 用 1237 题 的 结果 , 故 知 存在 凡 E( 一 cc) ,使 Q4 (8) 一 0， 
同 法 可 知 , 存 在 有 Ela, 十 oo0), 使 Q*1 (BR) 一 0. 


于 是 ,Q**? (z) 一 0 有 A 十 1 个 实 根 . 故 由 数学 归纳 法 知 ,Qe (zx) 一 0 有 个 相 异 实 根 (x 一 1,2,…), 从 
而 , H,(Cz) 有 个 相 异 实 根 . 但 是 由 于 有 H,(z) 是 zx 的 一 个 次 多 项 式 , 故 H,(z) 恰 有 nn 个 根 ( 实 的 或 复 的 ). 
因此 ,HH,(zx) 所 有 的 根 都 是 实数 .证 毕 . 

【1244]】 


在 曲线 y= 二 x 上 某 点 的 切线 ,平行 于 连接 点 A( 一 1, 一 1) 及 点 B(2,8) 所 成 的 弦 , 求 出 此 点 . 
提示 


设 所 求 的 点 为 (mo ,加 ) ,由 题 设 可 得 3 妇 一 8 一 (二 1 一 


2 一 CD 一 3 
解 由 题 设 知 > 一 z 在 所 求 点 (zo ,yo ) 的 切线 斜率 应 为 y(zo) 一 3z4 一 2 一 于 于 一 3. 于是， 


Zo 一 一 1， 或 Zoo 一 
故 所 求 的 点 为 A( 一 1, 一 1) 及 C(1,1). 
【1245】 若 ab<0, 有 限 增 量 公式 对 于 函数 /(z) 一 二 在 闭 区 间 [a,6] 上 是否 正确 ? 
提示 “不 正确 .否则 会 产生 矛盾 
解 “ 不 正确 . 事实 上 ,如 果 有 限 增 量 公式 在 此 成 立 , 则 有 


f(D)— fa)=f (A ba), 6E (a,b), 
即 
1 1 1 a—b 
三 一 元 EB a) Conk 
1 1 _a—b uwa—b_a—b 
但 是 2 一 -2p 所 以 E pk 


即 有 只 一 abg<<0, 这 样 产生 矛盾 . 因此 ,有 限 增 量 公式 对 于 函数 f(z) = 二 
在 [a,b](ab<0) 上 不 正确 . 原因 是 f'(x) 在 z=0 处 不 存在 , 故 有 限 增 量 公式 的 条 件 不 满足 . 
【1246】 设 : 


(1) f(x)=ax’+bzr+e (a#¥0); (2) f(r)=z! 
求 满足 f(x 十 Az) 一 f(x) 一 Arf (z 十 4Az) 


(3) f(z) 一 十 ; (4) f(x)=e. 
解 


(0<0<1) 的 范 数 0 一 0(z,Az). 
(1) ‘(x)= 二 2ax 十 b. 于 是 ,有 


a(x+Az)’+o(zr+Ar)+e—ar:—br—c=Ar[2a(rt+OAz)+6]. 
化 简 之 ,得 9 一方 ， 


(2) f(x) 二 3x*. 于 是 ,有 


(XAzx)’—x’=3Ar(r+O0Ar)’. 
如 果 z 一 0, 则 9 一 虹 ， 如 果 x 过 0, 化 简 整 理 得 
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3#Az 十 60z 一 (3z 十 Az) 一 0， 
从 而 有 


士 \/ 症 十 zaz 十 村 CAz): 一 并 
Az ” 
其 中 正 负 号 的 取 法 由 zx 及 Az 的 符号 及 条 件 0< 6<1 决定 . 例如 , 当 zx 之 0, 4z>0 时 , 根 式 前 应 取 正 号 . 


0 


(3) f(z) 一 一 十 于 是 ,有 


1 1 Az 
Z 十 Ar 并 (Zz 十 AZz)2 


化 简 之 ,得 


2 一 0， 


BC(Az) 十 2zbAz 一 AZz 一 0， 或 +2 0— 


故 b= 关 (十 \/1 二 全 一 1). 此 处 取 正 负 号 要 视 确保 bE (0,1) 而 定 ,上 且 应 县 >> 一 1 《〈z 天 0)， 


(4) f(x) 二 e*. 于 是 ,有 


er+ 和 一 6 一 Azer rpr ， 0=— 记 In Oe ， 
可 以 验证 9€ (0,1). 
【1247】 证 明 : 若 x 之 0, 则 
1 
VzTF1 = ， 
™ Vx 2 VzTFoz) 
其 中 十 <9(x)<< 吉 ,并 且 lim 9(x) 一 十 ，lim gz) 一 二. 
z+0 4 to 2 
证 当 zx 之 0 时 ,对 育 数 Vz 施用 有 限 增 量 公 式 , 即 得 
1 
ViTFI—Vz=— 一 ， 
zT 1 一 Vz 2 VITO 


解 之 ,得 
90(z) 一 证 十 立 [ VIFI) 一 站. 


3 z=0 时 ,0 一 于， 当 z>0 时 ,有 


0 委 vzCz 二 1 一 zx 一 工 一 荆 = 工 . 
YT wzZCzTIJ 二 z 2z 2 


于 是 ， 
1 1 1 1 
WT) 二 2? 
且 有 


mpl, ion < |\_l 
lim bz) 4? lim pz) lim | 4 “区 re 


【1248】 设 f(z)= 
9 1<<z<< 十 cc, 


在 闭 区 间 [0,2] 上 对 于 函数 f(x) 求 有 限 增 量 公式 中 的 中 间 值 <. 


{1 0<z 委 1， 


3 1 
解 ”Fo0)= 卫 ， 2) 一 工 ， 太一 
2 2° f(z 一 嘉 ， 1 一 z< 十 co. 


94 


按 题 设 有 
1 3 一 一 一 或 工 _3 一 一 工 一 0 
2 2 c(2 0) 2 2 CC (2 )， 


所 以 ,c= 去 或 c 一 V2( 一 V2 不 适合 ), 此 即 所 求 的 中 间 值 <. 


【1249】 设 f(x) 一 f(0)==xf [él(z)j, 其 中 0<&(x) 过 x. 
证 明 ; 若 
xsin(lnx) ， x>0,， 


f(zx)= 


0， 并 一 0， 
则 函数 6 上 ez) 在 任意 小 的 区 间 (0,e) 内 (se 之 0) 是 不 连续 的 . 
提示 “用 反 证 法 即 可 获 证 . 
证 ”用 反 证 法 .假定 6&z) 在 某 区 间 (0,s) 内 连续 (e>0). 由 于 当 z>0 时 ， 


Frz) 一 sin(lnz) 十 cos(lnz) =VZsin( 王 二 Inz) ， 
故 由 f(x) 一 了 f(0)= 二 xf'[&x)] 得 
zsin(lnx) =zxV2sin( 了 于 +Iné(z) ) , 
从 而 ， 
sin(lnx) =VZsin( 开 十 Ing(z) ) ， 0< xz<< 十 co. 
现 取 一 个 充分 大 的 正 整数 NN, 使 
一 2Nz 十 于 <ln6( 二). 
由 0< ez)<z 知 lim 6(z) 一 0, 从 而 ， 
lim Iné(x)= 一 co. 
因此 ,可取 0<8< 坊 ,使 
Ine( 六 所 一 2Nr 十 于 ， 
由 于 ln(z) 在 | 9, 号 ] 上 连续 ,根据 中 间 值 定理 , 必 有 xz。 € (5, 号) 存在 ,使 


Iné(zo ) = 一 2Nx 十 至. 


于 是 ,1 之 sin(Inz。) 一 V2sin (也 十 Iné(zxo) ) =V3 ,这 是 不 可 能 的 . 证 毕 . 


【1250】 设 函 数 A(z) 在 区 间 (a, 思 内 有 连续 的 导数 广 (z). 对 于 区 间 (a, 思 内 任何 一 点 6 可 否 从 此 区 间 
中 指出 另外 的 两 点 Al 及 ZX2 ,使 得 
flxz ) — fx) 


ZX2 — Xl 
提示 研究 函数 F(z) 一 妇 ( 一 1<z<1)， 它 对 于 60 就 找 不 到 所 需 的 Xi 及 za. 
解 一 般 地 说 ,不 可 以 .例如 ,研究 函数 
f(z)=7 〈 一 1<z<1)， 
它 对 于 6 0 就 找 不 到 所 需 的 xz! 和 zz ,使 得 
flzxs)— f(x) 


X22 Xl 
事实 上 ,f'(6 自 二 3 色 二 0, 而 当 zi <0<zs 时 ， 
fr) fm) Rx 


Ti Dr trot+x{ 一 |zi| Tz |>zxitz?—2|z | |z: | 


=f’(8) (xz<é<r)? 


一 三 (6). 


=(|z|—|zx:1)>0. 
【1251】 证 明 下 列 不 等 式 : 
(1) | sinz 一 siny| 委 |z 一 y| ; 
(2) py xr— WLI y pr (xy) (0<y<zr,p>1); 


(3) |arctana—arctanb | |a—b|; 


2, 设 0<b<a. 
证 (1) | sinz 一 siny| 一 | (x 一 y)cos€ | 二 |x 一 y| (在 z,y 之 间 ). 
(2) xz? 一 y? 二 p(x 一 y)&r ! ,其 中 0 二 y 过 8<zx. 由 于 Pp 之 1, 所 以 ,y* ' 达 x. 
于 是 ,py? i(zxr—y)<rx?— ypr?! (zx—y). 
x ) 原 题 的 不 等 式 中 的 等 号 可 以 去 掉 ， 


(3) | arctana 一 arctanp | 一 


和 外 <1c- sl. 


(4) Ina 一 Inb 一 2 其 中 0<0<e<a. 于 是 ,2 <n 全 < 
【12S2】 涪 明 在 半 区 辣 [1 中 上册 西 定理 对 生机 类 /CD ZX 及 g(x) 一 x? 何以 不 真 ? 
提示 注意 当 xz=0 时 ,[f (x)] 十 [g(x)]:=0. 
解 f(z) 及 g(x) 在 [一 1,1] 上 虽 有 连续 的 导数 , 且 g( 一 1) 隆 g(1), 但 是 , 当 x==0 时 ， 
[PFCz)] 十 [gz)] 一 4z2 十 9z 一 0， 
因此 ,对 于 函数 f(x) 及 g(Cz) 不 满足 柯 西 定理 的 条 件 , 所 以 结论 可 以 不 真 . 事 实 上 ， 
f(D—f(—1) 


gD -gi 0 
而 
f°(8) 26 加 
Te 一 3g 0 £€(—1,1), 60， 
它们 是 不 相等 的 . 
【1253] 设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [xi ,zz] 上 可 微 , 并 且 zizz 盖 0 证明: 
ue : =e-er 
1 一 za | fm) flrs) ， 
其 中 x 二 &< 过 zs 
证 明 思路 ” 邻 g(x) 一 ， F(z) 一 帮 ,注意 由 于 ia>0, 故 0 在 [ri ,zs] 之 外 . 对 于 下 (Cz) 和 8(z) 
应 用 柯 西 定理 . 


证 设 g(z) 一 十, F(x) 一 大 呈 , 由 于 如 xs 之 0, 玫 z=0 在 [zzs] 之 外 .从 而 ,g(z) 和 F(z) 均 在 
[zi,zxzj 上 可 微 , 且 有 
[eC +EF (z= (tf (f(r) ) #0 及 g(r) zg). 


因此 ,对 于 酒 数 F(z) 和 g(x) 满足 柯 西 定理 的 条 件 , 故 在 (xi ,zz*) 内 至 少 存在 一 点 6 使 有 
Fr) _ flr) Er (0)—fO) 


F(xz)—F(n) F(a 即 “一 王 Xl a 
BE(zz) 一 BCZI) g (0 1_1l1 一 ， 
Xx? Xl1 [3 


化 简 整 理 , 即 得 

I 2 
flr) flz2) 
【1254】 证 明 : 若 函 数 f(x) 在 有 限 的 区 间 (a,5) 内 可 微 ,但 无 界 , 则 其 导数 f(x) 在 区 间 (a,5) 内 也 无 


1 


1 一 工 ? 


一 6 一 上 6F (9， 
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界 . 道 定理 不 真 ( 举 出 例子 ). 
提示 。 用 反 证 法 及 拉 格 朗 日 定理 . 其 着 不 真 , 例 如 ,7(z) 一 sin 二 (0<z< 去 ) 


证 ”在 开 区 间 (a,5) 内 ,由 于 导数 存在 ,因此 ,f(x) 在 (a,b) 内 连续 . 
现在 假定 1‘(x) | 二 N (a 过 xz<<b), 即 f'(z) 是 有 界 的 . 取 定 cE (a,b), 则 按 有 限 增 量 公式 可 知 , 对 任 


何 a 二 x 过 5b, 均 有 
| FFCz) 一 rc)| = z 一 c| |f (0 |<NG—a). 
其 中 8 在 c 与 x 之 间 , 从 而 属于 (a,6b). 
因为 | f(z 一 fo) | 宇 | FCz)| 一 1 FCO ,所 以 ,| f(x) | 过 | fo)1 十 N65 一 a). 此 与 f(x) 是 无 界 的 条 


件 相 矛 盾 ,所 以 (zx) 是 无 界 的 . 
反之 不 一 定 正确 . 例如 ,函数 f(x) 一 sin 二 在 (0, 亏 ) 内 有 界 ,但 其 导数 却 是 无 界 的 . 
注意 在 无 限 区 间 内 无 界 的 函数 的 导数 可 能 有 界 .例如 ,函数 f(x) 一 lnzx 在 (1， 十 cc) 内 无 界 , 但 其 导数 
“(zx) 一 二 在 (1, 十 oo0) 内 却 是 有 界 的 . 


Kk1255】 证 明 : 若 函数 f(x) 在 有 限 或 无 穷 的 区 间 (a,6) 内 有 有 界 的 导数 f(z), 则 f(z) 在 (Ca, 中 一 致 
连续 . 

提示 利用 拉 格 朗 日 定理 . 

证 设 当 xE(la,) 时 ,| 了 (zx) | 声 M. 对 于 任 给 的 e 汪 0, 取 6 一 说 ' 则 当 ZiyzzE(asb) 且 | 一 za |<6 
时 ,就 有 

| fx) — f(xz) | 一 [zi — x | |f’C8) | <M|zi xX | <e, (& 在 zz 与 X2 之 间 )， 

于 是 , f(x) 在 (a,b) 内 一 致 连续 . 

【1256】 证 明 ; 着 肾 数 f(x) 在 无 穷 的 区 间 (zo ,十 co) 内 可 微 , 且 


即 ; 当 x 一 十 co 时 , f(x) 二 o(x)， 
证 由 于 lim 7 (z) 一 0, 故 对 任 给 的 E>0, 存 在 Xi >0, 使 当 Xx>XI 时 , 便 有 


| 7 ‘(xz)1< 孝 : 
今 在 (Xi ,十 co) 内 任 取 一 点 a, 则 当 z>a 时 ,由 有 限 增 量 公式 可 得 
| FGz) 一 Fa)|=|z 一 a| 1f ‘(1< lx-al. 


由 于 
| Foz)| 一 | Fo) 委 |FGz) 一 Fa)|， 
所 以 ， 


|fezn) le | fo) 1+ 多 |x 一 al. 
再 取 Xs>a, 使 LE < 各, 则 当 xz>>X 时 , 恒 有 
‘| fla) € |zx-a fla) EE -ELE 
| i | ts < x 二 
所 以 ,lim 大 呈 一 0, 即 ; 当 z> 十 oo 时 ， f(z) 一 olz). 
【1257】 证 明 : 若 函数 f(x) 在 无 穷 的 区 间 (zo ,十 oo) 内 可 微 , 且 当 zx 一 十 时， f(z) 二 olxz), 则 
lim |f’(x)|=0. 


rtoo 


97 


证 由 条 件 lim 人 号 一 0 易 得 对 于 任意 常数 ax, 均 有 
— f(a) - (zx) (a) | 
HDT fH lim [和 在 (+-) 一 2 |=o 


Ta 


lim 


十 co 十 oo 


于 是 ,对 于 人 b, >a ,使 


fC6,)— fla,) 
b,— a 
由 拉 格 朗 日 定理 知 ,存在 x :av<z,<p ,使 得 
= )— f(a,) 


f (xn) 一 人 即 | f(r)|<e (n=1,2,.). 


从 而 , lim | F (zx,) | 一 0. i 由 此 可 知 lim | 了 f'(x)|=0. 
n+oo roo xz 十 co 


【1258】 (1) 证 明 : 若 函数 f(zx):;( i ) 在 闭 区 间 [zo,X]j 上 有 定义 并 且 是 连续 的 ;(ii ) 在 区 间 (zo,X) 内 
有 有 限 的 导数 广 (z);( ii) 存在 有 限 或 无 穷 的 极限 
im ,Fr) 一 (ze 十 0)， 


则 相应 地 存在 有 限 或 无 穷 的 单 全 导数 所 Cf (zo)=f "(zot0). 


arctan 1 天 1， 


工 
(2) 证 明 ,函数 ro- iz 存在 有 限 的 极限 limf “(zx) ,但 是 函数 /(z) 没 有 单 侧 的 
0， 工 一 1 
导数 和 - (1) 及 上 (1). 
给 出 这 个 事实 的 几何 解释 . 
证 (1) 由 有 限 增 量 公式 ,有 


Lx TAL)— fro) A A 一 (ze 十 baz) (0<0<1), 
当 Axr 一 十 0 时 ,zo 十 9Ax 一 zo 十 0. 
0 


m 大 ma+Az) 一 Acz) _ pi, +0), 


sim, Ao 
即 +(zo) 一 三 (xzo 十 0)， 
pe 1 ,1—zx+l+zxz__1 
(2) 当 z 关 1 时 ， f(z) itzy (xz) 1+z 
1+ (3=<) 
工 
一 = 
于 是 ， lm (Z) 一 limT oii 
arctan LX 
fAD | 1 一 xz 
但 是 ， in o。 zx—l1 Jim, 工 一 1 
fz) — £01) arctan 这 = 
及 dn zl lim, 工 一 1 TT”， 


所 以 f“(1) 及 f “(1) 缘 不 存在 . 
y 王 f(x) 的 图 像 如 图 2. 38 所 示 . 


当 z>1 一 0 时 , f(z) 一 于 ; 当 z>1 十 0 时 ,f(x) 一 一 子 ， 2. 38 
即 z=1 为 f(x) 的 第 一 类 不 连续 点 , 即 在 x 二 1 处 f(x) 产生 突 跃 ,所 以 f(x) 在 z=1 处 无 导数 . 
【1259】 证 明 ; 若 当 oc<z<8 时 , 广 (z) 一 0, 则 当 a<r<<8e 时 ,Frz) 一 常数 . 


提示 在 (a,86) 内 取 一 定点 ro, 当 a 二 x 过 5 时 ,利用 拉 格 朗 日 定理 及 题 设 条 件 , 命 题 易 获 证 . 
证 在 (a, 纪 内 取 一 定点 zo; 则 当 a 二 xb 时 , 按 有 限 增 量 公式 可 得 
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xz) 一 rzo) 一 广 (c)(Cz 一 zo)， 
其 中 c 在 zo 与 x 之 间 . 由 于 (0)=0, 故 f(z) 一 f(zo) 一 0, 即 f(x) 王 f(zo) 二 常数 . 
[1260】 证 明 ;导数 为 常数 f(x) 一 & 的 唯一 函数 f(x) (一 < 达 + 过 十 0) 是 线性 较 数 f(z) 一 kz 十 b, 
证 明 思 路 ”注意 到 [f(x) 一 kx] = 二 f'(zr) 一 k 一 0, 利用 1259 题 的 结果 ,命题 易 获 证 . 
证 [f(z) 一 kr] 一 f'(x) 一 k= 二 k 一 二 0, 于 是 ,利用 1259 题 的 结果 , 即 知 
f(x) 一 kr 一 5 (为 常数 )， 
故 f(z) 必 为 线性 函数 ， f(z) 二 kzx 十 b. 证 毕 . 
【1261】 若 f(x)= 二 0, 则 函数 f(x) 有 什么 性 质 ? 
解 ” 由 f(x) 二 0, 于 是 ,f ”了 (x) 二 clc 为 常数 ). 再 由 1260 题 的 结果 得 知 
f "2?(x)=czrtb. 


假设 
f HT) =a0 tortar te 二 a rir 
并 令 
BD =f Dr) att 让) 
则 有 B(xz)=f 中 (zx) 一 (ao 十 qx 十 … 二 ast-1X”“ 1) 二 0. 
由 1259 题 知 B(x) 一 如 ,并 记 oo 一 户 , 一 ze。 +1 一 br, 则 有 


f ED r= hrbb rr 二 十 bi ZX" “. 


al = b, "°°"y 


依 数 学 归纳 法 便 有 
f(z)=00ozrteri te, 1x" 1， 

它 是 n 一 1 次 多 项 式 ,其 中 co ,cl，… ,cn-1 是 任意 常数 . 

【1262】 证 明 ; 满 足 方程 y 一 My (4 二 常数 ) 的 唯一 函数 > 一 >(z) (一 co<z< 十 co) 是 指数 函数 y 一 
Ce” ,其 中 C 为 任意 常数 . 

证 明 思 路 注意 到 (ye 天) 二 ye ”一 Aye 二 Aye “一 Aye “二 0, 利 用 1259 题 的 结果 ,命题 易 获 证 . 

证 〈ye 天 ) 二 ye “一 Aye 二 Aye “一 Aye 二 0, 于 是 ,ye 二 C (CC 为 常数 ), 即 y 一 Ce . 

【1263】 检验 函数 


f(x)=arctan 半 ， g(xX)=arctanz 
在 区 间 : (1) az<1l 及 (2) ez>1 内 有 相同 的 导数 . 
推出 这 些 函 数 间 的 关系 . 
解 当 ar< 1 或 az>1 时 ， 
ey -二 一) 一， 
l—azx 
故 有 f(x) 二 g (x) (az 过 1 或 azx 访 1). 因 此， 
当 ar<1 时 ， f(x) 一 g(x)=C1， (1) 
当 az>>1 时 ， f(x) 一 g(x)=C， (2) 


下 面 确定 常数 Ci 与 C:. 设 ae>>0 (a 过 0 情形 可 类 似 地 讨论 ). 
在 (1) 中 令 x 一 一 oo, 得 一 arctan 十 + 于 一 ; 故 Cl 二 arctana. 因此 ， 


za 
arctan 1 一 5 一 arctanz 一 arctana (az<<1)， 


在 (2) 中 令 zx 一 十 co ,得 一 arctan 二 一 至 一 C: ; 故 Cs 二 arctana 一 x. 因此 ， 


Z 十 a 
arctan a7 arctanx—arctana— x (az>1). 
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【1264〗 证 明 下 列 恒等式 : 
(1) 2arctanz 十 arcsin 2 -一 rsgnz， 当 |z | 之 1; 
1 十 并 


1 
(2) 3arccosz—arccos(3x—4.r) 二 x， 当 |xz| 和 


证 (1) 当 |zl|> 盖 1 时 ,由 于 


. 2z 人 2 1 2(1 二 x2) 一 4x? 
(Zarctanz + arcsin Tz) ree Ve 。 CT 0， 
1 《1 十 7) 


故 2arctanx 十 arcsin 2 0, ， 当 Xx 之 1 时; ”2arctanzx 十 arcsin -2 一 C， ， 当 x 二 一 1 时 . 
1 十 六 1 二 x 


下 面 确定 常数 Ci 与 C2. 令 z=V3, 代 和 人 前 一 式 ,得 Ci 一 x; 令 二 一 V3, 代 人 后 一 式 ,得 Cz 一 一 x 
从 而 , 当 [xz| 天 1 时 ,有 
Ts» X>1， 


2arctanz 十 arcsin -2z 一 
1 十 工 nx, Xx<—l. 


而 当 | z| =1 时 ,上 式 仍 然 成 立 . 于 是 , 当 |z | 之 1 时 ,有 


. 2 
2arctanz 十 arcsin 1 一 TSgnZ. 


(2) 当 |z|<< 广 时 ,由 于 


3  ， 1 
一 过 VIG3r—4r) 


[3arccosz 一 arccos(3z 一 4z3)] *。(3 一 12zx2) 一 0， 


故 有 


3arccosZ 一 arccos(37 一 4z3) 一 C ( 于 <x< 1 ). 


2 
其 中 C 为 常数 . 令 z=0, 代 人 上 式 , 即 可 求 出 C= 二 x. 于 是 ， 


3arccost—arccos(37—47)=x ( > <x< 3 ). 


由 于 上 式 左 端的 函数 在 x 一 去 左 连续 ,在 x 一 一 亡 右 连续 ,分 别 取 极限 即 知 上 式 当 x 一 去 和 一 一 去 时 也 
成 立 . 于 是 ， 
3arccosr—arccos(37—47’)=x (zl 科 斑 ). 


【1265]】 证 明 : 若 函 数 f(z) (1) 在 闭 区 间 [a,5b5] 上 是 连续 的 ; (2) 在 此 区 间 内 有 有 限 的 导数 f(x); 
(3) 不 是 线性 函数 , 则 在 区 间 (a,5) 内 至 少 能 找到 一 点 c, 使 得 


7 f(6)— fla) 
If 1>| A 


给 出 这 个 事实 的 几何 解释 . 
证 当 a 委 z 和 时 , 设 


EA 


bo— 
易 知 F(a) 二 F(65) 二 0, 且 当 a< 二 x 过 6 时 ,F(x) 关 0 (因为 f(z) 为 非 线 性 函数 ). 设 在 ci(a<oe 过 让 点 ,Fei) 关 
0, 不 妨 设 F(Cc)>0, 在 区 间 [a,c jj 与 [c ,的 上 分 别 应 用 拉 格 朗 日 定理 ,可 知 存在 & E (ac 使 


(xr—a). 


Fr 一 ED 一 Fa) _FCD、0， 
Cl a Cl 一 @ 
存在 色 E Cc ,6) ,使 
FE) 一 ED 一 ECcD) Fo 


b—e b—e 
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因而 ， 


f/f‘'(& ,> LA, (1) 
f'(&)< LEA, (2) 
由 此 可 知 : 
当 上 久 二 Ka 0 时 ,由 D176) > | 2A |， 一 
fo 


LOL oN (2 | 1> | LOL 


a 
于 是 ,命题 得 证 . 
这 个 事实 的 几何 意义 是 :对 于 一 条 非 直线 的 连续 曲线 段 ( 线 段 上 每 点 都 存在 不 垂直 于 Ox 轴 的 切线 )， 
在 曲线 上 至 少 存在 一 点 C, 使 曲线 在 该 点 的 切线 斜率 的 绝对 值 大 于 连接 该 线段 两 个 端点 (a, f(a)) 和 
(8, Fo)) 的 弦 的 斜率 的 绝对 值 , 换 名 话说 ,此 切线 比 此 弦 “ 陡 ”, 如 图 2. 39 所 示 . 
【1266】 证 明 : 若 函数 f(x):(1) 在 区 间 [a,6] 上 有 二 阶 导 数 F"(z); (2) 太 (aa) 一 (0 一 0， 


则 在 区 间 (a,5) 内 至 少 存在 一 点 ,使 得 1”(O | 之 py7 1f(5) 一 f(a) |， 
证 ” 设 m 是 [a, 幻 中 任意 固定 的 一 点 ,两 次 应 用 柯 西 定理 * , 即 得 


图 2. 39 


fT)= fz) tf (ro) (rz—zo) t+) "(8), (1) 
其 中 & 在 zxo 与 x 之 间 ( 即 zo 等 6 于 x) ,x 为 [a,6j 中 任意 点 .特别 ,在 民 ) 式 中 取 xo 二 a， z= 并 利用 已 知 
条 件 f'(a) = 二 0, 则 有 
+b LL 
(2 人) 一 六 oO 十 人 人 re， 
其 中 ci 满足 a<a < es. 
同 理 ,在 (1) 式 中 取 一 b,x 一 全 ,并 利用 已 知 条 件 f (5) 一 0, 则 得 
/3 )=f8 + fe), 
其 中 cs 满足 43 <cs < 于 是 ， 
1ro-Aol<|ro-7r( 叶 ( 喇 ?) )|+| (号 ( 宇 2) 一 Fa )| = 芭 perced) | + |p") | }. (2) 


取 c 如 下 : 若 | Fo)| 羡 | (cs)|, 则 令 c==a; 若 ed jo | , 则 令 c=c2. 于 是 ,a 二 cc 过 5 且 


* 仅 考虑 z 盖 ro(z<zo 时 可 类 似 地 讨论 ). 令 
FE(Cz) 一 zxz) 一 [Frzo) 十 大 (zo)(Cz 一 zo)] G(X)= (x— zo0)?, 
那么 有 F(zxo) 二 G(x0o) 二 0,FF(7T) 二 f(x) 一 f(zo)( 记 为 (7z)),G'(7z) 二 2(x 一 x0) ( 记 为 G1(x))， 
并 且 Cxo) 二 G'(zo) 二 0,《 即 FiCzo) 一 Gi(Czo) 一 0) ,但 当 z 天 zo，G'Cz) 天 0， 而 
Fi(z)=F(r)=f"(r), Gi(r)=G(zr)=2. 


, F(x)_ F(z)—F(xo) _F(c) Filc)—Fi(xo) Fi(€) f/f”(8) 
应 用 柯 西 定理 ,得 G(x) G(r)—G(zro) Ge) Gi()—Gi(lzo) GI(E) 2 


此 处 6E (roc) ,而 cE (zo,z), 从 而 知 EE (xo ,x). 因此 ， 有 下 (z) 一 于 GCCz) 太 (6 也 即 有 公式 


fA) fr) tf zo) rz) + 六 (rf 


其 中 ze<e<z 《以 后 即将 看 到 ,这 就 是 所 谓 的 泰勒 公式 ,这 里 就 硕 便 给 出 了 一 个 关于 二 阶 的 泰勒 公式 的 另 一 种 推 
论 方法 ). 
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17“(c)| 一 maxf{ | “Ca)|,|f”(ez)|}. 由 此 ,根据 (2), 即 得 
| fC — fla) [< 和 |p |.， 从 而 ， | fC [> 1 ff) |. 
[1267】 汽车 从 某 点 开始 行驶 ,于 t 秒 内 走 完了 路 程 ,所 经 过 的 距离 为 s. 证 明 : 汽 车 运动 的 加 速度 的 绝 
对 值 在 某 瞬 间 不 小 于 各 . 


提示 “利用 1266 题 的 结果 . 
解 ” 利 用 1266 题 的 结果 即 可 得 证 .此 时 s==f(2)， f(2) 一 f(0) 二 s， 一 0 一 上 


2 4 
故 a 一 对 | ”的 绝对 值 |a| 之 竺 . 
{= 


7. 增 函 数 与 减 函 数 . 不 等 式 
1” 增 函数 与 减 函 数 若 
当 ae 委 zm<z 委 pg 时 ， f(x:)> f(x) 

[或 当 a 志 zz 之 zz 三 5 时 ,f(zz) 达 f(zi)], 则 称 函数 f(z) 为 闭 区 间 [a,6j 上 的 增 函 数 (或 减 函 数 ). 

车 可 微 函数 F(z) 是 闭 区 间 [a, 的 上 的 增 函 数 ( 或 减 函数 ), 则 

当 a<z<g 时 ， f'(zx) 之 0 

[或 当 ac 过 zx 和 时, 广 (xz) 魏 0] 

2” 函数 递增 (或 递减 ) 的 充分 条 件 若 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [a,5] 上 是 连续 的 ;并 且 在 其 内 有 正 的 (或 负 
的 ) 导 数 f(x) , 则 聘 数 f(x) 在 La, 内 递增 (或 递减 ). 


求 下 列 函 数 的 严格 单调 ( 增 或 减 ) 区 间 : 
【1268】 yy 一 2 十 z 一 碾 . 
解 y 一 1 一 2z. 当 一 co<z< 志 时 ,y>0, 函 数 递 增 ; 当 于 <z< 十 co 时 ,y<<0, 函 数 递减 


【1269】 y 一 3z 一 并 . 
解 y= 二 3 一 3x? 二 3(1 一 zx)(l 十 z). 
当 一 吕 < 之 x 过 一 1 时, y 过 0, 函数 递减 ; 当 一 1 二 zx 过 1 时 , y 汪 0, 函数 递增 ; 当 1 二 zx 过 十 co 时 , y 过 0， 


函数 递减 . 
_ 2zx 
【1270】 > 一 村 到. 
， 2(1 一 z)(1 十 z) 
解 y+ 
当 一 oo 过 x 过 一 1 时, y < 之 0, 函数 递减 ; 当 一 1 过 zx 过 1 时 ,，y 盖 0， 函 数 递 增 ; 当 1 过 z+ 过 十 co 时 , y 过 0， 
函数 递减 . 
__Vz 
【1271】 y= ‘220). 
用 十 100 
解 y= 一 一 一 一 . 当 0<x<100 时 , y'>0， ; 当 100< 之 xz 过 十 oo 时 , y 过 0， 递减 . 
Yo 当 0<z 时 , y 函数 递增 ; 当 Z<< 十 co 时 ，y 函数 递减 


【1272】〗 > 一 zx 十 sinz. 
解 y= 二 1 十 cosx+ 之 0. 当 一 co<z< 十 co 时 ， 函 数 递增 . 
【1273】 > 一 zx 十 | sin2z | . 


解 y=1+2 sin2z| oos2z (z 天 全 ;一 0, 士 1, 士 2，)， 
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当 xze 人 en y<<0, 函 数 递 减 ， 其 中 & 二 0, 士 1, 土 2,… 
二 cos 开 
【1274】〗 y=cos 元 
解 一斑 sin 一 . 
当 2kr<< 王 < 天 ( 鸣 十 1)x 及 一 (了 十 2) 到 二 扫 一 (2 十 1)x， 即 当 E (zi 或 ) 及 < 


(-5i 一 到 十 5 ) 时 ， y 盖 0, 函数 递增 (R 一 1,2，…); 


同 理 , 当 ze (地 51 于 和 ) 及 zxE (一 癌 ' 一 产生 ) 时 ,YY <0; 函 数 递 碱 (4 二 1,2,…). 


2 
[1275] y= 到 


/2 2ln2 
解 y 一 本 


当 一 ceo<z<0 及 j 吝 <z<+= 时 ， y<0， 函 数 递减 ; 当 0<x< 坟 时 ， y 之 0， 函数 递增 . 


【1276】 y 一 ze (n>0, x 之 0). 

解 y = 二 x" ie 7(n 一 z). 

当 xE(0,n) 时 ,y 之 0, 函数 递增 ; 当 zE (十 cc) 时 ，y<0， 函 数 递 减 ， 
【1277】〗 y=x’:— lInz’. 

解 yy 一 2 一 D(z+D 


人 
当 一 co<z< 一 1 及 0 过 + 之 1 时 , y 二 0, 函数 递减 ; 
当 一 1<z<0 及 1 二 zx 过 十 o 时 , y 之 0, 函数 递增 . 


3 。 
一 ， 0， 
[1278] f(z) -YW 2 +sinlnz ) 工人 
0， 


Z 一 0 
解 FF (z) 一 人 / 六 十 sinlnz 十 coslnz 一 人 / 六 +VZsin( 王 十 lnz) (zr>0). 
今 f(x) 二 0, 得 sin(lnz 十 亚 ) 一 -2 六. 解 上 述 方程 得 z= "ta ， 一 e "rr 


了 了 一 e 虹 ra x eli (一 0, 士 1, 士 2,….). 

当 rE (eR, earatr) 时 ， f" (zx) 二 0， 函数 递增 ; 

当 zxE (e 虹 ae ， elt ) 时 ， f° (zx) 二 0， 函数 递减 . 

Kk1279】 证 明 : 圆 的 内 接 正 x 边 形 的 周 长 p; , 当 边 的 数目 增加 时 y 
增加 ,而 此 圆 的 外 切 正 w 边 形 的 周 长 P, 此 时 则 减 小 . 利用 这 点 来 证 明 ， NS 
当 n 习 co 时 ,ps 及 P, 有 相同 的 极限 . 

证 ”如 图 2.40 所 示 ,我 们 有 


pr =2nzr=2nasing = 2nasin 三 ， 


P,—=2ny=2natana~= 2natan 7 。 图 2. 40 
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考虑 7(z) 一 经 sinrz 易 证 当 z(z>>0) 很 小 时 有 /Cz)<0, 从 而 , 当 z 变 小 时 了 (x) 递增 .所 以 ,p, 一 f (二) 
当 n 增加 时 ,p, 增加 . 同样 , 令 g(z) 一 2atanrz, 利 用 Zz 过 tanz( 当 x 很 小 时 ,x 之 0) ,可 证 得 g (xz)>0, 情 形 相 


反 , 当 工 变 小 时 ,g(x) 递 碱 , 故 P, 一 g (二 ) 当 nn 增加 时 减 小 .总 之 ,有 包 << 包 + 及 Pwr 二 P,, 并 且 显然 有 


pa+1 达 Ps+1. 于是， 
pr<prri<Pri<P,, 


故 {P, } 是 有 界 减 数列 , {pp,} 是 有 界 增 数列 ,从 而 ,它们 的 极限 都 存在 ,但 
tan 荆 sin 
~ 


lim(P, —p») = lim2xe( 一 


工 工 
n 


故 有 limp, 二 limP，. 


【1280】 证 明 :函数 (1 二 二) 在 区 间 ( 一 co, 一 1) 及 (0, 十 co) 内 递增 . 


证 设 y=(1+ 二 ) -ee 全 , 则 yY= (+ 二 |m(i+ 二 ) 一 计 - |. 
由 于 当 xrE (一 co, 一 D 时 , (1 十 二) >0, 因 此 要 看 为 正 或 为 负 , 只 需 看 jn( 1 十 二 ) 一 [二 的 正 负 性 . 


再 设 z 一 In(1 十 十) 一 二, 则 


了 


4 0, ZXE(—0,—1), 


zr” 
故 当 一 co<z< 一 1 时 = 递增 ,又 lim x 二 0, 因而 =>>0. 于 是 ,在 (一 ,一 1) 内 y >>0, 因 此 ,函数 (1 二 十 ) 
在 区 间 ( 一 =, 一 1) 内 递增 . 

同 理 可 证 ,函数 (1 十 二 ) 在 区 间 (0, 十 oo) 内 递增 . 


〖1281】 证 明 ; 有 理 整 涌 数 P(X) 二 ao 十 aiz 十 … 十 asx”" (ln 之 1, a, 关 0) 是 区 间 ( 一 0, 一 zo) 及 (zo， 
十 cc) 上 的 严格 单调 函数 ,其 中 x。 为 充分 大 的 正 数 . 
证 由 于 


Pi (7)=a 2arrt ee tna £2 (na 二 | ): 


rr"! 


lim | 十 … 十 -2 |=°. 
I I 


工 一 士 co 


故 存 在 ZXo 记 0, 使 当 |z| zo 时 ， 
(nn—1)a,i 


a 
由 此 可 知 , 当 一 co 过 + 过 一 zo 或 Xo 过 XTX 之 十 吕 o 时 P(xz) 均 保持 定 号 (例如 ,车 an 0, 则 当 7zo<<Zz 民 十 co 时 ， 
P(z) 之 0), 故 P, (zx) 是 区 间 ( 一 oo ,一 zo) 及 (zo, 十 cc) 上 的 严格 单调 函数 . 证 毕 . 


【1282】 证 明 : 有 理 函 数 
R(x)= 


十 … 士 怀 = | <。 |. 


Co 十 四 并 十 … 十 aoz" 
bothrt b,x” 


是 区 间 ( 一 co ,一 xo) 及 (zo ,十 coo) 上 的 严格 单调 函数 ,其 中 To 为 充分 大 的 正 数 . 
证 我 们 有 
R’'(x)= 


《1 十 2 之 1，712 天 1 abn #0) 


1 
(bi 二 bz 二 二 Tb, zr 


")? {[at2aszrt 二 nanr" [加 十 记 工 十 十 boz] 
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一 [页 十 ?名 z 十 … 十 mpzn [ao 十 az 十 … 十 aoxzz] 


(bo tb Tr Zr {Cobo a0b1) + 2 labo aobzs r+ 
o 1 7 


二 [nm—m+ Lab i — nm— ab, jr™" ?Tn—mab,a”” 1 》 


mt+nr1 (7 一 到 十 1)a0 一 (2 一 了 一 1)c PP 
-过 fo 一 A -rom 1 MN 人 -Cn lco 十. 
(bo tbr tbr")? [0 m)anbn 十 工 
十 和 co 多 一 儿 ]. 


仿 1281 题 的 证 法 ,可 知 存在 ze>0, 使 当 |z1>zo 时 上 式 右 端 方 括 弧 内 的 式 子 与 第 一 项 (" 一 m)a.p。 同 符 
号 ,由 此 可 知 , 当 一 oo 过 x 过 一 zo 或 zo 二 x 过 十 co 时 ,R;(x) 均 保持 定 号 , 故 R(z) 是 区 间 ( 一 oo0, 一 zo) 及 (xo， 
十 co) 上 的 严格 单调 函数 . 

x#* ) 本 题 应 加 上 条 件 mm 天 xz( 原 题 上 没有 ). 否则 所 述 结 论 不 成 立 , 例如 , 若 丈 一 0,ai; 一 记 ( 一 0,1,…， 
7) , 则 R(x) 二 1, 它 在 (zo ,十 co) 上 显然 不 是 严格 单调 的 . 

【1283】 单调 函数 的 导数 是 和 否 也 必 为 单调 的 ? 

提示 。， 不 .例如 ,函数 F(z) 一 xz 十 sinzr, 在 (0, 十 co) 上 . 

解 ”不 .例如 函数 

f(x)=x+ sinz, 

在 区 间 (0, 十 co) 内 ,由 于 f(z) 二 1 十 cosz 之 0( 除 xz 二 (24 十 1)x, nn 二 0,1,…), 所 以 它 是 单调 增加 的 ;然而 


其 导数 “(x) 却 不 是 单调 的 . 事实 上 由 于 / (于 ) 一 1, (一 0， 太 (至 ) 一 1， 显 见 并 非 是 单调 的 . 


【1284】 证 明 : 若 g(x) 为 可 微 的 单调 增 应 数 , 且 当 z 尖 zo 时 ,| ‘(xz)| 志 yg (xz), 则 当 xz 宇 zo 时 ， 
WAC SAC 

给 出 这 个 事实 的 几何 解释 . 

证 明 思 路 分 别 令 内 2ZD) 一 PCZ) 一 7z) 页 CCZ) 一 pzZ) 十 FGz). 对 Wz) 及 内 (z) 在 [zo,z] 上 应 用 拉 格 朗 
日 定理 .或 用 反 证 法 . 

证 证 法 1: 

作 函 数 y(x)= 二 p(x) 一 f(z), 由 拉 格 朗 日 定理 知 

pT)— phxo) yx To) (rzo< ez). 

由 | jz) 委 gCz) 知 几 ( 约 一 w (一 三 ( 旨 达 0. 从 而 ,Wz) 一 xzo)0( 当 zz 时 ), 由 此 得 


PCZ) 一 p(zo) 之 jz) 一 F(zo)， (1) 
再 令 (zx) 二 g(x) 十 f(x), 同 理 有 由 (X) 一 各 (xo) 守 0( 当 zx 之 zo 时 ) ,由 此 得 
pT)— p(xo) fro)— f(x). (2) 
结合 (1) 和 (2) 便 得 
9p(Cz) 一 p(zo) 之 | fr)— fxro) |. 
证 法 2: 


用 反 证 法 . 若 有 一 点 6 之 zo ,使 得 
| f(D)— f(z0) | >9(6) — pzo). 


f(D — f(xo) 
G6) — gzxo) 


在 点 cE (zxo 65) 使 F'(c) 二 0, 即 


设 F(z) 二 f(x) 一 f(zxo) 一 [ep(z) 一 p(zo)], 由 于 F(O) 一 F(zo) 一 0, 所 以 根据 罗 尔 定理 ,得 知 存 


7 fb)— flxo) 7 
A 


，、，_| Fo 一 Fn)| 
因而 ,有 | f(g pce) 


相 矛 盾 . 于 是 ,命题 获 证 . 


9 (c) 二 VCc). 这 与 题 设 条 件 | jc) | 委 of(c) (对 于 -- 切 x 之 zo 而 言 ) 
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其 几何 意义 就 是 :车 一 单调 上 升 曲线 上 各 点 的 切线 都 比 另 一 曲线 上 对 应 的 点 的 切线 “ 陡 ”, 则 此 曲线 上 
每 条 弦 必 比 另 一 曲线 上 对 应 的 弦 “ 陡 ”如 图 2. 41 所 示 . 


了 


y=9(x) 


p= f(x) 


P(x) — p(xo) 


图 2. 41 
【1285】 设 函 数 F(z) 在 区 间 ae 委 z<< 十 cc 内 连续 ,而 且 当 z>ae 时 , 广 (z)>&>0, 其 中 心 为 常数 . 证明 : 


车 f(a) <0, 则 在 区 间 (aa 一 妃 2 ) 内 方程 F(z) 一 0 有 上 且 仅 有 一 个 实 根 . 


证 明 思 路 “ 先 利用 拉 格 朗 日 定理 证 明 F(a 一 万 2 ) >0, 再 根据 连续 函数 的 介 值 定理 及 函数 的 单调 性 ， 
命题 易 获 证 . 
证 ”由 有 限 增 量 公式 ,有 
f(a—f)-f0 -£20> -Lfa). 


于 是 ,j (ao 一 故人 2 ) >0. 又 /(a)<0, 故 根据 连续 函数 的 介 值 定理 知 ,方程 /(zx) 一 0 在 (a, 一 下 中) 上 至 少 


有 一 实 根 , 又 因为 当 z>>a 时 ,jz) 之 0, 故 jz) 在 (ae, 十 cc) 内 递增 ,由 此 可 知 ,方程 f(z) 一 0 在 
(aa 一 六 ) 内 有 且 仅 有 一 个 实 根 . 


【1286】〗 若 于 某 邻 域 | x 一 zo | 二 6 内 ,函数 增 量 Af (zo) 二 f(zx) 一 f(zxo) 的 符号 与 自 变量 增 量 Azo 一 
x 一 zo 的 符号 相同 , 称 函数 f(x) 为 在 zo 点 的 增 旺 数 . 

证 明 : 若 函数 f(zx) (a 过 x 二 b) 在 有 限 或 无 穷 的 区 间 (a,5) 内 的 每 一 点 皆 为 增 函 数 , 则 它 在 此 区 间 内 为 增 
函数 . 

证 ”要 证 对 任意 两 点 二 <z (ae<z<z<b), 都 有 cz)< zs). 对 [rzsj] 中 每 一 点 c, 由 假定 都 存 


在 开 区 间 A. 一 (c 一 六 ,ec 十 3) 使 当 0< |z 一 <| < 和 时 ,上 号 一 人 >0. 于 是 , 诸 区 间 {A }(c 取 遍 [zi ,zz]) 


形成 [xi ,zz] 的 一 个 开 复 盖 . 由 波 内 耳 有 限 复 盖 定 理 , 从 {A } 中 可 选 出 有 限 个 , 设 为 A ,4A。 …4. ,它们 已 
经 复 盖 了 [zl ,zz]. 不 妨 设 上 <ca<c<…<c<z2, 而 且 可 设 诸 A 互 不 包含 ( 因 若 A CA , 则 可 将 A 会 
去 ). 于 是 , 必 有 z1 EA ( 因 若 xz 不 属于 A。 ,而 属于 某 A ,j>>1, 则 显然 有 A CA ,此 与 诸 A 互 不 包含 巴 
盾 ). 另 外 , 易 知 A. 与 4 (i 二 1,2,…,m 一 1) 必 有 公共 点 x;( 因 车 A. 与 4 ,没有 公共 点 , 则 点 c 十 和 必 属 
于 某 4. ,7 关 i j 关 i 十 1, 着 j<i 则 A CA , 蔬 盾 ;车 j 浓 i 十 1, 则 A,, CA ,也 矛盾 ). 显然 可 取 公 共 点 zz; 
满足 ci< zi<ci+l. 
于 是 ， 
f(TfTOLf en ) i=1,2,..,m—1). 
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同 理 ,可 知 x; € 4 .于 是 ,我 们 有 
fx fe dAf le) < flen) f(r). 
证 毕 . 
【1287】 证 明 :函数 


全 Z 天 0， 
f(z)= 证 
0， Z 一 0 
在 点 z=0 是 增 函 数 , 但 在 包含 这 点 的 任何 区 间 ( 一 e,e) 中 并 非 
增 函 数 , 其 中 es>0 为 任意 小 的 数 .作出 此 函数 的 略图 . 
证 当 zz 关 0 时 ， 


f (z) 一 1 十 2zsin 工 一 cos 工 ， 
并 z 
Az 十 Az2z sin 二 
Ax 


一 li 
pet Arx 


1 1 fC0+Az)—f(0) 
0- 


二 1 之 0， 
所 以 ,f(z) 在 点 < 一 0 是 增 函 数 . 又 当 z 天 0 时 ， 
1 


f "(x)=2sin 十 一 之 cos 二 一 点 sin 过， 图 2.42 


pr 人 n 为 正 整数 ， 
六 0， 7 为 负 整 数 . 


而 / (如 -) 一 0. 故 f(z) 在 点 zx 一列 -Cn 一 1,2,…) 都 达 极 大 值 . 由 于 zz, 一 列 - 一 0, 故 f(z) 在 (一 ewe) 内 不 


是 增 函数 ( 作 无 穷 次 振荡 ,如 图 2. 42 所 示 )， 

【1288】〗 证 明定 理 : 设 (1) 函 数 g(rz) 及 yl(zx) 为 nn 阶 可 微 函数 ; (2)g Cro) 二 (ro) (k= 二 0,1,2,…， 
n 一 1);(3) 当 z>>xo 时 ,g(x)>>y" (zx), 则 当 z>zo 时 有 不 等 式 

p(T)> WX). 
证 明 思 路 ” 令 下 (z) 一 g(x) 一 Jy(x), 则 由 条 件 (3) 可 知 
F(z)>0 (zx>z0), 
从 而 ,F" (Xz) 当 工 >xo 时 是 递增 的 . 又 由 条 件 (2) 得 
FV (zo)=0. 

因此 , 当 z>>xzo 时 ,Fo D(z)>Fo DG(z) 一 0. 由 此 又 知 Fo 2?(x) 当 Xxo 时 是 递增 的 .反复 应 用 条 件 (2)， 
命题 可 获 证 . 

证 设 FCz) 一 p(z) 一 内 z)， 则 由 于 BCz) 盖 内 (xz) 所 以 ， 

FF (r= (Ty x)>0 (zzo). 
因此 ,F”" (zx) 当 zx 之 xo 时 是 递增 的 . 又 由 条 件 (2) 得 
Fo i (ro)—g” V(x)—y" (xo)=0, 
因此 ， 
F™ D(X)>F® (rz) 一 0 (zzo)， 
由 此 又 知 FE" 2”(z) 当 二 >>zo 时 是 递增 的 . 再 由 条 件 (2) 知 
Fr ?i(r)=g" (ry (ro)=0， 故 Fo ?3(rz)>F"? (rz)=0 (zzo). 
依 此 类 推 ,最 后 得 
F(r)>F(r0)=0 (zz)， 即 p(x)>Yyr) (r> ro). 
【1289】 证 明 下 列 不 等 式 ，: 


2 
(1) 当 z 尖 0 时 ,er 之 1 十 zi (2) 当 z>0 时 ,z 一 村 <ln(1 十 z<zi 
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3 3 
(3) 当 z>0 时 ,z 一 车 <sinz<z; (4) 当 0<z<< 亚 时 ,tanr>z 十 本 


(5) 当 z0y>0 及 0<a<8 时 ,(z 十 光洁 >>(ze 十 %) 寺 ,给 出 不 等 式 (1) 一 (4) 的 几何 解释 ， 


证 〈1) 设 F(z) 一 e 一 (1 十 z)， 则 当 z>>0 时 ， 
f(x)=e—1>0, 
所 以 ,f(x) 之 f(0)=0 (zx 之 0), 即 Ee 之 1 (zx0). 
同 理 可 证 , 当 xz 二 0 时 ,e’ 污 1 十 zz. 
总 之 , 当 z 天 0 时 ,e’ 之 1 十 六. 
此 不 等 式 的 几何 意义 是 ,曲线 y=e 位 于 曲线 7 一 1 十 z 的 上 方 . 
如 图 2. 43 所 示 . 
(2) 设 p(Cz) 一 z， wz) 一 In(1 十 z), 则 


yg (z) 一 1， (x) = 
当 z>0 时 ,yy (D>Y (7), 即 yg (zx)—y (rz)>0, 且 有 2p(0) 王 多 0) 一 0， 


从 而 ， 
gO —IT p00) — 0)=0 (zr>0), 


即 
Xx—ln(l+zx)>0 (zx>0). 


2 
同 理 可 证 , 当 z>0 时 ,z 一 款 <In(1 十 z). 


2 
所 以 , 当 z>>0 时 ,z 一 村 <ln(1 十 <z. 


rx’ 


此 不 等 式 表示 对 数 函 数 > 一 In(1 十 z) 的 图 像 介 于 抛物 线 y 一 z 一 2 


和 直线 ?> 王 z 之 间 (z>0). 如 图 2. 44 所 示 . 


(3) 令 F(x) 二 x 一 sinz, 则 
F(zr)=1—cosr>0 ( 当 rx>0, rx#2nr, n=1,2,… 了 时 )， 


故 F(z) 当 z>0 时 是 递增 的 . 因此 , 当 zx 二 0 时 ,有 
F(x) 之 F(0) 一 0， 从而， z>>sinz (zx>>0). 


其 次 再 证 ， zsinz (x 之 0). 设 


6 
3 
内 (z) 一 Z 一 站， PCZz) 一 sinz， 
则 有 由 (0) 一 和 (0) 一 0， 外 (0) 一 mi(0) 一 1 


又 因 山 (z) 一 一 z， 邮 (z) 一 一 sinz, 于 是 , 当 z>0 时 ,有 疙 (z) 盖 由 (z). 
利用 1288 题 的 结果 得 知 ， 


Xx? 
sinz>X 一 宇 (zx>0). 


图 2. 43 


y=X 


y=In(l+x) 


图 2. 44 


图 2. 45 


所 以 , 当 z>0 时 z 一 所 <sinz<zx. 此 不 等 式 表示 ,在 y 轴 的 右 侧 ,曲线 y 一 sinz 介 于 直线 ?一 x 和 曲线 y 一 


3 
z 一 二 之 间 . 如 图 2. 45 所 示 . 
(4) 令 f(D) 二 tanz 一 (zx 十 拟 ), 则 f(0)==0. 又 


f'(z)= 
显然 有 
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1 一 cos:z 一 zcos:Zz (sinz zcosr) (sinzr 一 zcosz) 
COS2 工 COSs2 工 


sinx— xcosr>0, rzE (0, 孔 ) ， > 
y=tanx 


1 
人 
1 
| 
1 


故 
f(x)>0, zE (0, 王 ). 


3 
从 而 ,f(zx) 守 0, 即 tanz>> 工 十 污 -. 


此 不 等 式 表示 ,在 (0, 亚 ) 内 ,曲线 y 一 tanz 在 曲线 一 x 十 扎 的 上 方 ， 


如 图 2. 46 所 示 . 
(5) 当 z=y 时 ,由 0<a<<8 知 ,不 等 式 2 之 2 计 (z 之 0，y>0) 显 然 成 立 . 图 2. 46 


当 z 天 ,上 且 z>0,y>>0, 不 妨 设 0<< 立 <<1. 令 4 一 立 , 为 证 不 等 式 ,只 要 证 明 DOD 一 (1 十 co 递减 ,也 即 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
】 
1 
1 
! 
1 
0 区 x 
2 


只 要 证 明 函 数 F(D) 一 二 ln(1 十 w ?递减 . 实际 上 ,因为 


alna ln(1 十 必 ) 


F (Drita Fz 人 
2r 
当 a'>>0 时 ,有 4 一气 <ln(1 十 3) ,所 以 ， 
2 y=/(7) 
alna 4 了 
F DO<FITo7 Ee | | 
2 G 上 上 ---- 十 ------ 上 +---====-=- 一 
由 于 0<a<l 及 1>0, 所 以 ,lIna<0 及 a'>a*>> 所 ,从 而 ,F'(2)<0， | | 
即 F(CO) 是 递减 的 ,从 而 , 当 z 尖 y 时 ,不 等 式 of a 广 ~ 
(x+y > (rt) 图 2.47 
也 成 立 . 


作 FoD 一 (1 二 ao 的 图 像 , 如 图 2.47 所 示 . 对 于 (0, 十 co) 内 任意 两 个 值 ,8(e< 有 ,图像 上 对 应 点 的 纵 
坐标 却 相 应 地 减 小 , Fa 二 7p). 
*) 利用 本 题 (2) 的 结果 . 


【1290】 证 明 :不 等 式 人 rz<sinz<<z, 当 0<z<< 玉 时 成 立 ， 


证 ”不等式 的 后 半 部 分 于 1289 题 (3) 中 已 证 明 ,我 们 仅 证 其 前 半 部 分 . 


,显然 有 /( 了 于) 一 闻 . 而 


nT 


设 f(x)= 


XCOST— sinx _ cosx 
(rtanz), 
工 


f(zx)= 
由 于 当 0<z< -时 ,cosz>0 及 tanz>z 十 于 >z, 于 是 ,在 此 区 间 内 和 (Cz)<0. 所 以 , 郊 数 f(x) 在 区 间 
(0, 到 ) 内 是 递减 的 . 因而 , 当 0<<z< 至 时 ,有 


f(D)>f( 至 )， 即 sz> 全 


(0<z<< 了). 
所 以 ,之 z<sinr<x (0<z<< 亚 )， 
、 1 r 1 z+1 
T1291】 证 明 ; 当 xz>0 时 有 不 等 式 (1+ 二 ) <e<(1+ 一 ) . 
I 


证 由 于 当 x>0 时 ,(1+ 士 ) 递增 (利用 1280 题 的 结果 ), 并 且 有 lim (1 十 二) 一 e, 所 以 ， 
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(+ 过) <。 (xz>0). 


同 理 可 证 , 当 z>0 时 ,(1 十 二 ) ”递减 ,并 且 有 


lim (+ 二) ”=。， 


工 w 十 co 


所 以 , (1+ 土 ) ”>e (z>0). 
和 


【1292]】 等 差 数 列 与 等 比 数列 的 项 的 数目 相同 且 有 相同 的 首 项 与 末 项 ,并 且 一 切 项 都 是 正 的 . 证明 :等 
差 数 列 各 项 的 和 大 于 或 等 于 "’ 等 比 数列 各 项 的 和 . 
证 证 法 1， 
设 等 差 数 列 各 项 为 ayaz ay 公差 为 dj; 等 比 数列 各 项 为 bi po , 公 比 为 g. 记 其 和 为 
0 一 yw， Q= 多 


当 9 一 1 时 ,由 ai 一 总 及 aa 一 辣 ,可 知 有 cc 一 Q. 
当 gw<1 时 ,由 ai 一 员 及 a 二 a 十 (n 一 1)d,b, 二 01.g"””!' 且 a, 二 6 得 知 


nl1 
gt nDd=bg ,好 4- 一 二 全 -oo (a>0). 


则 有 
=S Da i, #1 i 1 1 
o 2 Lat 1)4d] > 2 一 11 一 9 ya | ai [x pp 23 
= 也 a (1+ 1), 
_ 1 一 or 
Q= a 1 一 al 于 . 
之 ‘9 = 1 
研究 
QD On Dt 2g ) nl gt —g)—201—g) 
(n—2)(1—qg)—ng(l—g" :). 
作 函 数 


p=n—2) oF), y=nt(l— 1 ), 
则 有 pg(1)= 二 yy(1)=0, yg (1)==y (1)== 一 n(n 一 2), 但 是 ， 
GD=—nn— Da ’, y=—nn—) nmr ’, 
当 0<t<1 时 ,及 (4) 过 gg (2) ,利用 1288 题 的 结果 有 ， 
Dp) (0<t<1), 
即 当 g<1 时 ,y(g) 过 plq). 从而， 


0 -p9 ->0. 
这 就 证 明了 c>Q. 
当 g>1 时 ,由 al 一 由 及 au 一 久 得 知 
nm 一 一 
d= 1,>0. 
n—1 


又 co 一 2 [ai 十 (一 1D)d] 一 aa 十 2 d= 有 a (1 十 or))， 


=] 


一 -1 gg-l 
Q 2 al g—1° 
与 上 述 讨 论 相 同 , 有 
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三 (49 一 DG 一 @) 一 (一 2(o 一 D 一 aa(9 —). 
1 


作 函 数 

gD)=n—2 1), y=nt(t 1), 
则 有 

gD)=1)=0, yg (1)=y (1)=n(n—2). 
而 


GD=nn— Doar’, y=nn— Dn—2)’, 
当 1>1 时 ,有 (0D 六 (2) ,利用 1288 题 的 结果 有 
p20) > pa). 
于 是 , 当 e>1 时 , 便 得 p(qo) 盖 上 9). 因 而 ， 


(gD pg -p>0. 
1 


从 而 ,完全 证 明了 co>Q. 
证 法 2: 
设 等 差 数 列 的 公差 为 d, 等 比 数列 的 公 比 为 9. 
如 果 d= 二 0, 易 见 两 个 数列 均 为 常数 数列 ,因此 ,其 和 相等 . 
如 果 d 冯 0, 不 妨 设 d>>0( 否 则 把 末 项 变 为 首 项 ,将 数列 颠倒 即 成 ), 由 于 各 项 均 为 正 的 ,所 以 ,gq>>0. 
设 首 项 为 a, 则 未 项 为 a 十 nd 二 aq". 考虑 函数 
f(x)=a+ rd—ag'. 
由 于 f(0)==f(n)==0, 所 以 ,在 (0,n) 内 存在 一 点 c, 使 得 f'(c) 一 0, 而 F"(z) 一 一 agrin2g<0. 从 而 ， 
f'(7x)=d—ag'lng 
为 减 函 数 . 
所 以 , 当 z<c 时 , 广 (z)>0; 当 z>c 时 ,xz)<0. 从 而 , 当 0 委 z 委 2 时 ,f(zx) 之 0, 其 中 等 号 当 且 仅 当 
Zz= 一 0 及 xz 一 n 时 成 立 . 特别 是 ,对 于 0 和 4A< ,有 
fk)=atkd—ag>0,， 即 a 二 kd>adq. 


于 是 ，》\ (ao 二 td) 之 ag. 

x ) 原 题 要 求证 明 “ 大 于 ”. 实际 应 为 “大 于 或 等 于 ” 

【1293】 用 不 等 式 (az 十 多)* 之 0 其 中 za 56, Ck 一 1,2，…,n) 为 实数 ,来 证 明 柯 西 一 布 尼 亚 科 夫 
斯 基 不 等 式 和 
3 


*=1 x=1 


(2 ob) < Ha 
提示 “注意 到 加 
3 Cazth y=(F a )z’+2( 3 axbr ) 工 十 py 局 衬 0， 
对 任何 工 均 成 立 , 由 英 判 别 式 不 能 为 正 ,命题 即 可 装 证 。 
证 由 于 
》， arr 二 )? 二 (> a )z:+2(% axbr ) 工 十 y， 姓 之 0， 
对 任何 z 都 成 立 , 故 上 述 二 次 式 的 判别 式 不 能 为 正 , 即 。 
4( 2 ob) 一 4( Da) (DG) So, 
也 即 加 0 
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(5 ab ) < Da . > 2. 
[1294】 证 明 : 正 数 的 算术 平均 值 的 平方 不 大 于 这 些 数 的 平方 平均 值 , 即 
1 ~ 1 < ， 
元 之 科 元 之 于 ， 
提示 “利用 1293 题 的 结果 ,并 令 Qi 一 Zi， 至 一 过. 


证 “利用 1293 题 的 结果 , 设 a 一 zt， 扩 一 十 , 则 有 


所 以 ,二 > ms< /Da. 
n 11 7 1 
〖1295】 证 明 : 正 数 的 几何 平均 值 不 大 于 这 些 数 的 算术 平均 , 即 
MII TIT < 十 Za 十 … 十 zu). 
提示 应 用 数学 归纳 法 . 
证 设 G=(zizerzs) A, 一 二 (zi 十 zz 十 … 十 z,), 则 有 


(G,) "= zix2 Tr, nA =Zxi 二 x 二 十 工 ,. 
当 nn 二 2 时 ,我 们 已 有 不 等 式 


Vi 王子 也 
今 假定 n= 时 ,有 GG 和 Ai ,我 们 来 证 wn 二 十 1 时 ,有 Go 委 As 
事实 上 ， 
Go 一 (zzz 二 一 [GD rn <GIOM Cra) A (zi 二， 
如 果 我 们 设 
fx)=x— (latar) (0<a<1), 

0， 0 过 zx 之 1， 
由 reree | 0， Z 一 1， 

< 0， Zz]， 
故 知 f(x) 在 (0,1] 上 是 递增 的 ,而 在 [1,c0) 上 是 北城 的 . 令 一 二 ,1 一 a 一 二 ,用 和 全 代替 ,于 是 ,就 有 下 列 


不 等 式 : 


当 ao>0, 6>0, p>1, g>1, 十 二 =1 时 


1 
p 


令 A 二 a, zheti 一 b， ->1, g= & 十 1 之 1, 且 


所 以 ， 


于 是 ， 


k 1 
Ci 和 于 14 十 于 1Tma+rl 一 TA 十 zr1) 一 E+ 十 十 ZT 十 T+1) 二 Airi. 
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从 而 有 


GinAin. 
按照 数学 归纳 法 知 不 等 式 
YE n+ 十 十) 
对 于 任何 正 整数 均 成 立 . 
【1296】 设 a 及 为 二 正 数 , 则 由 等 式 
a' 二 br + 
To 9 天 0， 
Ai(a,b) = 人 2 ) 


limAla,b), s=0 
i-0 


所 定义 之 函数 称 为 正 数 a 及 6b 之 s 阶 平均 值 . 

例如 , 当 * 一 一 1 时 得 调和 平均 值 , 当 s==0 时 得 几何 平均 值 ( 试 证 明 !); 当 s 二 1 时 得 算术 平均 值 ; 当 := 
2 时 得 平方 平均 值 . 

证 明 :(1) min(a,6) 志 A,(a,0)max(a,b); 

(2) 当 a 隆 b 时 ,函数 A,(a, 四 是 变量 * 的 增 函 数 ; 

(3) lim A (a,b) = min(a,b) » lim A, (a ,0) = max(a,b). 


提示 (2) 考 虑 号 lna, (avB)， 
证 ” 先 证 当 s==0 时 得 几何 平均 数 , 由 题 设 知 
bs 


Ao (a,b) = limad, (a,b 0) —limer™ 3 


研究 F(z) 一 生子 全 在 点 zx 一 0 的 导数 ,有 
10=lim 人 一 大 o=lim{ 工 in( 人 了 全) }. 
0 
另 一 方面 ， 
f° 0)=7 70) 一 | 一 和。 二 (aoclna 十 rlnb) || ,一 二 (lna 二 lnb) 
x=0 ax 十 大 2 = 2 
因此 求 得 
Ao Cab) =ef 一 时 dm+tm = Vab, 
此 即 几何 平均 值 . 
(1) 由 于 人 SS 人 ma 人 ;所 以 ， 
min(a, < (23 )” <maxcasb), min(ab) Ae) <maxca,b). 
(2) 考 不 InA,(asb) 一 In 人 < 2 则 
1, at6b a'lnat+blno 1 


d 二 一 
二 :0,0)= 


| ce lna' +b' nb ) — (a:+b)In 3 | 


Fn sato) sa'tb) 
由 于 a: 汪 0, >0, 参 看 1314 题 (3) 的 结果 知 


a'lna’ +b'lnb' >(a’+6) ln 了， 


所 以 ,是 lna,(a, 仿 >>0, 即 jna,(a, 纺 是 增 函 数 ,由 于 对 数 郴 数 是 增 函数 , 故 知 函 数 A,(a,5) 是 变量 :的 增 本 


数 . 
(3) 不 妨 设 0 二 a 二 5b. 于 是 ， 


“i 


lim hasb) = lima[ 去 + 二 ( 过 ) | =a=minca,s)， 


113 


1 
:1s 
AD 各 儿 言 ( 生 ) + 至】 =6maxtawb). 


〖1297】 设 F(z)( 一 co<xz< 十 ce) 为 二 阶 可 微 函 数 及 Mt 一 sup 1%(z)|<+o0 (一 0,1,2)， 


证 明 不 等 式 :AM 委 2Mo NM. 
证 运用 1266 题 附注 的 公式 (对 任何 h) 


fzt = f+ Dh+ EE (z 丢 外 和 zx 十 人 ， (1) 
f=f Df D+ (z 一 Ah 肥 和 至 四， (2) 
(1) 减 (2) ,得 
f(z) 一 fz 一 各 一 2f 人 (2)h 二 和 [一 1"(&)]， 
即 
2f (zj f(rth) f(r) )—f"(&)]. 
所 以 ， 


2 
2h| f° C0) | SI D EI Frt | |r| + 和 | | + 1" |] 


2M + M,, 
即 Mzh:—2| f(x) |h+2M, 20. 
由 于 此 式 对 任何 都 成 立 , 故 此 二 次 式 的 判别 式 必 非 正 : 
4|f’' (zx) |’ ~—4M,(2M,)<0, 
即 |f' (7) 1 :<2Mo M. 
由 此 可 得 M 委 2Mo Mz. 证 毕 . 


§8， 凹凸 性 拐点 


1” 四 凸 性 的 充分 条 件 ”车 曲 线 y= FCz)(e 委 z 魏 已 的 一 段 , 位 于 其 任意 一 点 的 切线 之 上 (或 之 下 ) , 则 
称 这 个 可 微 函 数 y= f(z) 的 图 像 在 闭 区 间 [a,6b5] 上 是 四 * (或 对 应 地 , 凸 ) 的 . 在 假设 二 阶 导 数 /“(x) 存 在 的 
情况 下 , 当 4 二 zx 过 6 时 不 等 式 

了 “(zx) 汪 0 [或 对 应 地 f“(x)<0] 

成 立 ,为 图 像 是 止 (或 对 应 地 , 凸 ) 的 充分 条 件 . 

2” 拐 点 的 充分 条 件 若 函 数 的 图 像 在 某 点 的 凹凸 性 改变 , 则 称 此 点 为 拐点 . 

车 在 点 zx 有 f“ (xo) 一 0, 或 者 F"(zo) 虽 不 存在 但 /'(zxo) 有 意义 ,并 且 无 论 在 哪 种 情形 下 , f(z) 在 工 
经 过 z。 时 改变 符号 , 则 ze 是 拐点 . 

【1298】 研究 曲线 y==1 十 YZ 于 AC 一 1,0),B(1,2) 及 C(0,0) 诸 点 的 凹凸 性 ， 

解 y= 一 二 ,一 一 一 2 


3 Vx 9 工 WE 
在 A( 一 1,0) 点 ,yY 一 于 >0, 故 在 该 点 附近 曲线 的 图 像 是 四 的 


在 BG1,2) 点 ,一 一 二 <0, 故 在 该 点 附近 曲线 的 图 像 是 凸 的 ; 


* 关于 四 ( 凸 ) 的 定义 仍 沿 用 原 书 第 三 版 的 定义 . 
《题解 ) 作 者 注 
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在 C(0,0) 点 附近 ,yY 变 号 ,因此 ,点 C 是 拐点 .在 C 点 左边 (zx<0),yY>0 曲线 是 止 的 ;在 C 点 右边 (z>0)， 
<0, 曲 线 是 凸 的. 注意 , 当 x 一 0 时 ,yY 不 存在 . 


求 下 列 函 数 的 图 像 的 凹 或 凸 的 区 间 及 拐点 : 


【1299】 y 一 3z: 一 za . 

解 y= 二 6x 一 3x+:， y= 二 6 一 6x. 

当 一 co<z<1 时 ，y%>0, 故 图 像 是 目的 ; 当 1 之 x 过 十 时 , 之 0, 故 图 像 是 凸 的 ;z 一 1 是 拐点 ， 
注 或 者 说 ,点 (1,2) 是 拐点 . 以 后 二 者 通用 ,不 再 说 明 . 


Q2 


【1300】 yt (a>0). 


3 工 ww 2az(a: 一 3z2) 


rr 2a 一 
解 yy > Co 十 友和 


工时 ， 9 工时 ， 4 9 昌 一 土生 JR 
当 |zx|< 亡 时 二 0, 故 图 像 是 凸 的 当 |z| 盖 计时 y 盖 0, 故 图 像 是 四 的;z 万 是 所 点 


【1301〗 yy 一 zx 十 zx. 


解 y=1 二 于 好， YY= 站 xz 二 


当 一 cc<z<0 时 ,yy <<0，, 故 图 像 是 凸 的 ; 当 0 过 x 过 十 时, 之 0, 故 图 像 是 四 的 ; 

Z 一 0 是 拐点 〈 注 意 ,z= 一 0 时 ,YY 不 存在 ). 

【1302〗 y= VI 十 友 . 

解 多 一 z(L 二 xz2) -去 ， 多 一 (1 十 z2)- 羡 >>0, 图 像 始 终 虽 种 状 . 无 拐点 . 

【1303】 > 一 zx 十 sinz， 

解 yy 一 1 十 cosrz， y= 一 sinx. 

当 2kr<z<(24 十 1D)x 时 ,< 一 0, 故 图 像 是 凸 的 ; 当 (24 十 1)x<<z<(24 二 2)r 时 , 光 >0, 故 图 像 是 止 的 ; 
z 一 Ar 是 拐点 (上 一 0, 士 1, 士 2,…). 

【1304】 y=e-*. 
解 y=—2zxe-”, 多 一 er (422 一 2). 


1 1 1 。 1 了 一 1 
当 |z|< 专 时 ， y<0, 故 图像 是 凸 的 ; 当 |z| > 志 时 ， 之 0, 故 图 像 是 四 的 ; 十 后 是 的 点 . 


【1305】 > 一 In(1 十 z ). 


解 7 -一 2 并 mn_2(1—x’) 
”1 二 区” > dt) 


当 |z|<1 时 ,多 >>0, 故 图 像 是 止 的 ; 当 |z| >1 时, yy 过 0, 故 图 像 是 凸 的;z= 士 1 是 拐点 . 
【1306】〗 > 一 xsin(linz) (zx>0). 
解 y 王 sin(lnz) 十 cos(lnz)， y= 它 cos( 王 +lnzr) 


令 六 =0， 得 zetm+ 且 (一 0, 土 1, 土 2 )， 

当 exr- 划 <z<ete+ 革 时 ，y>>0， 故 图 像 是 目的 ; 当 ezm+ 革 <x<esr+ 昌 时 ，y<0， 故 图 像 是 凸 的 ; 
z 一 et+ 二 是 拐点 (& 一 0, 士 1, 士 2,…). 

【1307】 y=x: (zx>0). 

解 y 一 天 (nz+D，yY= 袜 | 二 二 GTlnz: |]. 当 z>0 时 ,六 >0, 帮 图 像 始终 是 四 的 . 


Z 十 1 
Tz 十 1 


【1308】 证 明 : 曲 线 y= 有 位 于 同一 直线 上 的 三 个 拐点 . 作出 这 个 函数 的 图 像 . 
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证 7 1 一 2 六 一 并 wm 2(z 十 3z2z 一 3 一 1) 
> CD > (地 十 1)3 


令 Y 一 0 得 二 一 2 一 3 ，z 一 一 2 十 V3，zs 一 1， 


对 应 的 函数 值 为 一 区，y 一 七 他， 一 1. 由 于 


1 1 1 
1 一 2+v3 一 2 一 3| -0 
1 LS 3 图 2. 48 


所 以 ,拐点 A(Czi ?1 ) ,有 (zs ,yz2) 及 C(xs ;Ys) 在 一 条 直线 上 (图 2. 48). 
【1309】 如 何 选择 参量 ,可 使 "概率 曲线 "ye 7 (Ah>0) 有 拐点 zx 一 士 o? 
nT 


7 一 283z _,2.2 n hh ,22 
解 y= 二 一 一 ~e*"， y=——e*”" (4h'x’—2h’). 
Vn 


令 洲 =0, 得 x 二 由 于 拐点 为 zx 一 士 c, 故 有 如一 下 ， 即 h= 一 二 (o>0). 


议 . 了 厉 
【1310〗 研究 摆 线 ( 旋 轮 线 )z 一 a(t 一 sint) ,y= 二 a(1 一 cost) (ae>0) 的 凹凸 性 ， 
解 dy asint 


一 COft 


dz a(1 一 cost) 2° 

里 > XY — x7y! esc 豆 

I Ty aac? (2&r<<t<<2( 十 1)r，A 一 0, 士 1,，…)， 
故 摆 线 始终 呈 凸 状 . 


【1311】 设 函 数 f(z) 于 区 间 ac 委 z<< 十 ce 中 二 阶 可 微 ,并 且 ， 

(1) fla)=A>0; (2) f'(a)<0; (3) 当 z>a，F(Cz)< 魏 0， 

证 明 : 在 区 间 (a, 十 ce) 内 方程 f(x) 二 0 有 而 且 仅 有 一 个 实 根 . 

证 由 于 /(z) 在 a<z< 十 co 上 连续 上 且 当 ao<<z< 十 co 时 f(x) 才 0, 故 函数 f(x) 在 a 所 x 之 十 co 上 
是 递减 的 ,于 是 , 当 a 志 x 过 十 吕 时 ,f(z) 记 f(a)<<0; 由 此 又 知 函 数 F(z) 在 az<< 十 co 上 是 递减 的 . 因 
此 ,在 (a, 十 oo) 上 至 多 有 一 点 使 f(x) 二 0, 即 在 (a, 十 co) 上 方程 f(x) 二 0 至 多 有 一 ( 实 ) 根 . 

下 面 再 证 明 必 有 点 a 过 zo 过 十 吕 存 在 ,使 f(zxo)= 二 0. 考虑 函数 F(x) 二 f(x) 一 f(a) 一 f(a) (x 一 a) 
(asz< 十 co), 则 

FOD=f Df (0), F=f (Ca<xzc< 十 co). 

于 是 , 当 a<x<< 十 吕 时 让 (z) 志 0, 从 而 (xz) 在 a 所 + 过 十 co 上 是 递减 的 ,但 F(a) 一 0, 歼 当 a 志 x 过 十 
时 ,F(z) 志 F(a) 二 0; 由 此 又 知 F(x) 在 a 声 z 过 十 co 上 是 递减 的 ,但 F(a) 一 0, 因 此 , 当 a 志 x 过 十 co 时 ,全 有 
F(z)EF(a)=0. 


邻 这 =a— 由 于 f(@)>0,，f (a) 二 0, 故 zx* 之 a 显然 ， 


F(x*)= f(r )— fla) Co FE J]. 


但 上 面 已 证 必 F(x" )< 妇 0, 故 (7 ) 委 0. 于 是 ,根据 连续 柚 数 的 中 间 值 定理 , 知 必 有 a<<zo 妇 并 存在 ,使 
f(zxo) 二 0. 证 毕 . 
注 上 述 证 明 的 思路 在 几何 上 是 明显 的 . 函数 F(z) 代 表 曲 线 y 二 f(x)( 它 是 西 的 ) 上 的 纵 坐 标 与 在 点 


(aa)) 处 的 切线 y 二 f(a) 十 f(a) (zx 一 4a) 上 的 纵 从 标 之 差 , 点 工 " = 大 即 是 此 切线 与 Ox 轴 的 交 


点 (图 2.49). 
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Ol a Xo 
图 2. 49 


[1312】 若 对 于 区 间 (e, 包 内 的 任意 两 点 xi 与 zz 及 任意 二 数 和 1 与 (1 之 0, hz 之 0, 妨 十 A 二 1) 有 不 

等 式 : 
fz Az TA fz) A fx ) 

(或 对 应 地 ,相反 的 不 等 式 f(z 十 入 zzz) 之 和 了 zi) 十 和 f(zz)), 则 称 函数 f(x) 在 区 间 (a,6) 上 是 四 (三) 的 . 

证 明 : 函 数 F(z)(1) 若 当 a<z<8 时 ,F(z)>0, 则 在 (ab 上 是 四 的 ;(2) 若 当 a<z<e 时 ,FA (z)<0， 
则 在 (a,58) 上 是 凸 的 . 

证 证 法 1: 

设 zi ,zs 为 (ab 中 任意 两 点 盖 0, 和 之 0, 十 二 1 不 妨 设 x 三 zz. 于 是 ,a 过 zi 过 xz 过 6b. 考虑 0 和 ft 
过 1 上 的 函数 F(2) 二 f[ (1 一 和 zi 十 txzj] 一 (1 一 f(xz1) 一 tf (zz). 显 然 ， 

F(O)=f(x)— fz)=0, F(1)= f(x)— f(r)=0. 

利用 中 值 定理 得 知 : 当 0 委 上 二 1 时 ， 

FD=(z2—7x)fF [OQ—Drttrd—[Lf ra)— fz)]= Cr — 7x) {Ff [CDittr]—f Cc)}, 


其 中 zi 二 c 过 zz. 令 4 一 二 一 一, 则 0 过 过 1 且 c 二 (1 一 0)zi 十 txz. 于 是 ,F(to) 二 0. 
2 1 


此 外 , 当 0 志和 1 时 ,有 FO)=(rs 一 x1)?f[(1 一 四 zi 十 tx]. 
(1) 车 f(z) 沁 0 (a 之 x 之 .由 上 式 知 扩 (1) 汪 0 (0 才 1 志 1), 故 (0) 在 0 二: 才 1 上 是 递增 的 ,再 注意 到 
所 (#0) 二 0, 即 知 ;: 当 0 和 1 之 h 时 下 (4) 过 0; 当 过 t 志 1 时 . FF (4)>0. 由 此 又 知 :在 0 二 过 t 上 F(1) 是 递减 
的 ,在 ba 委 : 委 1 上 F(4) 是 递增 的 . 由 此 ,再 用 FC(0) 二 0,F(1)= 二 0, 即 知 : 当 0 过 1 过 1 时 , 恒 有 F(z) 过 0. 特别 
F(a) 过 <0. 但 FOX) 二 了 (Uzi 十 A2z2) 一 A1f(zi) 一 hz f(xzs), 故 
fAMT1t A Te) LA fOr) A fxr). 
由 此 可 知 f(x) 在 (a,5b) 上 是 四 的 . 
(2) 车 f(z) 之 0Ca< 之 x 过 护 , 则 产 () 过 000 志 1 入 1). 和 (1) 情形 完全 类 似 地 可 推 知 : 当 0 过 :过 1 时 , 恒 
有 F(z) 之 0. 特别 FG;)>0, 由 此 即 知 
(rz A zr) A fr) TA fr), 
故 f(z) 在 (a,5) 上 是 凸 的 . 
证 法 2: 
在 (a,5) 内 任 取 两 点 zi 及 zi ,使 4 过 zj 过 zz 过 5b, 并 令 二 zi 十 1izz， 则 由 加 盖 0 盖 0 十 j2 一 1 知 : 
TI<Ct<< az。 
将 函数 f(x) 在 zx 一 :点 按 1266 题解 附注 的 公式 展开 ,得 


f(D = f+ D+ Df , 1) 


其 中 ae<r<e<z 或 ae<rz<86<t 将 zz 及 z==xs 代 和 人 (1 ) 式 ,得 
1 


fx1)= f+ rm fF (+ 2 (zi —2)?f"(&), (2’) 
fz) = f+ Df D+ f(g), (37) 


其 中 提名 分 别 是 界 于 Xist 及 zs,t 之 间 的 数 . 以 A 乘 (2 ) 式 ,42 乘 (3) 式 ,再 相 加 ,得 
A fx1) As (zs) 一 (Ai 十 jz ) fC2) + Az 十 Az zs 一 (hi +X2)tJf (2) 


十 去 Ch (Cr 一 D2 CD) 二 ia(zs 一 D2 太 6) 
但 上 一 1zli 十 lzzr， 及 和 阅 十 1 一 1， 故 
[CA fx) +A fF x2) — fx 二 iaz) 一 去 [ha (CM CA 


由 于 入 之 0, hs 之 0， (zi 一 位! 之 0, (zz 一 直 ? 之 0, 所 以 ， 
LA f Cx) A fra) | fxi Az rz ) 
与 1“(&)、f (&) 有 同样 的 正人 负 号 . 
当 f(x) 守 0 时 , 则 
fAiziT as za) A fxr) HA Fx) 
所 以 ,函数 fx) 在 区 间 (a,56) 上 是 四 的 . 
当 f(zx) 过 0 时 , 则 
fxit ar >A Fr) A flr), 
所 以 ,函数 f(x) 在 区 间 (a,5) 上 是 凸 的 . 
【1313〗】 证 明 : 孙 数 x"(n 之 1), e*，xlnz 在 区 间 (0, 十 co) 上 是 四 的 ;而 函数 zx" (0 过 nn 过 1), lnz 在 区 间 
(0, 十 co) 上 是 凸 的 . 
提示 利用 1312 题 的 结果 . 
证 〈1l) 设 > 一 习 (ao>1), 则 yy 一 2 一 1)z2 它 在 (0, 十 cc) 上 是 大 于 零 揭 ,因此 ,图 像 是 止 的 . 
但 当 0<n<1 时 , 则 过 0, 故 此 时 图 像 是 凸 的 . 
(2) 对 于 函数 e ,其 二 阶 导 数 为 e*, 它 始终 为 正 , 因 此 ,图 像 是 丫 的 . 


(3) 对 于 函数 zlnz, 其 二 阶 导数 为 工 , 它 在 (0, 十 cc) 内 大 于 零 , 因 此 ,图 像 是 目的. 


(4) 对 于 函数 lnz, 其 二 阶 导 数 为 一 十 , 它 始终 为 负 ,因此 ,在 (0, 十 2) 内 图 像 是 凸 的 . 
【1314】 证 明 下 列 不 等 式 , 并 解释 其 几何 意义 : 
DF ty > (2) , (>0,y>0,7F9,n>D); 


02) > (zy); 


(3)zlnz 十 y lny> (zy)ln 2 (zx>0,y>0)., 
证 明 思 路 ”我们 已 知 :车 函数 f(z) 图 像 在 区 间 (a,5) 内 是 四 的 , 则 对 于 (a,5) 中 的 任意 两 点 工 和 yy, 满 足 
不 等 式 
去 [f+f6W1>/( 字 >). 
分 别 令 (ZX) 三 x,(x>>0,n 之 1) f(z) 二 @( 一 00 之 XY 之 十 co0) 及 f(x) 二 zlnx (x 之 0), 对 它们 利用 1313 题 的 
结果 ,不 等 式 即 获 证 . 
证 ”我们 已 知 ,车 函数 f(x) 的 图 像 在 区 间 (a, 刀 内 是 由 的 , 则 对 于 (a,5) 中 的 任意 两 点 x 和 y 满足 不 等 式 
去 [f(D+fw]>/( 革 >). 
于 是 ,利用 1313 题 的 结果 ,我 们 有 : 
(1) 设 Fz) 一 垃 ,(Cz>0,m>>1), 则 其 图 像 是 目的 . 于 是 ,对 于 任意 两 点 x 和 >, 得 


去 (+7)>( 写 >). 


(2) 设 fx) 二 er, 则 在 (一 2 ,十 co) 上 图 像 是 目的 .于 是 ,对 于 任意 两 点 x 和 ,得 
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er 十 e?、 于 ? 
o>e 2. 


(3) 设 f(z) 二 zlnz, 则 对 于 x 之 0 图 像 是 止 的 .于 是 ,对 于 任意 两 点 和 ,得 
十 y 
7 
它们 的 几何 意义 是 :连接 点 (xz,f(z)) 及 (y,f(y)) 的 弦 的 中 点 始终 位 于 曲线 上 对 应 点 (具有 相同 模 坐 
标 ) 的 上 方 . 
〖1315〗】 证 明 : 有 界 的 凸 函 数 处 处 连续 ,并 有 左 导数 及 右 导 数 ， 
证 设 F(z) 在 (ae, 扩 内 是 凸 的 ,并 设 ze 为 (a,6) 内 的 任 一 点 , 今 证 f(x) 在 点 zo 连续 , 且 有 左 导数 及 右 
导数 . 
在 点 ze 附近 取 一 邻 域 |z 一 ze | 过 6, 使 得 这 邻 域 全 部 都 包含 在 (4,5) 内 ,并 记 
M=min{ f(zxo—6), f(zo 60) }. 


Xlnz ylny> (z+ y)ln 


设 0 二 |zx 一 zo | 过 6$. 记 1:= [一 | , 则 0<t 过 1. 
当 吉之 zx 过 wo 十 8 时 ,有 ==tCxo 十 人 D 十 (1 一 让 zo 及 一 Zz 十 ] 夺 (zo 一), 由 于 f(x) 为 凸 函 数 , 故 有 
fn Sf ro tO HAI Fr ) PMT 1 fro) (1) 
及 
f(z0)>TFf (D+ HAD (2) 
由 (1) ,得 fF) fx) > fx) — M]; 
由 (2) ,得 fOr) — MI f(r) — fro). 
从 而 ,f(xo) 一 M>0, 且 
| fC — fro) | < foro) M]=[) = .| zz |. (3) 
当 zo 一 6 过 x 过 zo 时 ,类 似 地 也 可 导出 (3) 式 , 故 当 0 过 |zx 一 zo | 过 6 时 ,(3) 式 恒 成 立 . 由 此 显然 有 
lim f(x)= f(zo). 
这 就 证 实 了 凸 画 数 f(x) 在 点 z 的 连续 性 . 
记 工 二 xo 十 h, 则 (3) 式 可 改写 为 
ft Hn) 一 Le) 一 M| fla) —M] (0<|h|<0). (4) 


引进 函数 
ph)=f (zoth)— fro) (<h<O). 
容易 验证 (AP) 仍 为 凸 函 数 , 且 有 gq(0) 二 0. 今 取 任意 两 数 及 二, 设 有 0<t 二 ts 一 5, 并 改写 为 


对 于 与 0 两 点 可 用 凸 画 数 性 质 , 有 
i 
gn)> g(t) 十 (1 一 全 )p(0) 一 全 PCte)， 
即 


EC ) ~ lt ) 
ti te 


这 说 明 函 数 F(z) 一 丝 马 是 一 个 减 函数 . 如 从 一 十 0 方向 看 , 则 函数 FCh) 递 增 . 但 由 (4) 可 知 | FCh) | 二 


| fm) — ML , 即 FCA 在 0< | 大 | <8 有 界 , 故 极限 lim FCh) 存 在 ,也 即 ro 的 右 导数 
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lim HD fr) 一 (za) 


rx0+0 TXo 
存在 . 同 理 , 可 证 左 导数 fo (zo) 也 存在 . 
以 上 讨论 中 ,对 于 区 间 是 否 有 限 无 关 紧 要 , 证 毕 ， 
注 本 题 不 需 假 定 凸 函数 有 界 , 证 明 中 也 未 用 到 有 界 这 个 条 件 , 参 看 E. C. Tichmarsh，The Theory of 


Functions, § 5. 31. 若 以 较 绷 的 不 等 式 /王子 于 } 之 言 J(Czi) 十 于 7Czz)(zi 天 癌 ) 作 为 丁 画 数 的 定义 , 则 
需 加 上 上 酝 函 数 有 界 这 个 条 件 , 才 能 推出 它 连续 并 且 左 、 右 导数 都 存在 . 参看 G. Pelya，G. Szeg%, Problems 
and Theorems in Analysis，Vol. ] ,70 题 和 124 题 . 
【1316】 设防 数 f(z) 在 区 间 (a,5) 内 二 阶 可 微 , 且 f” (9 取 0, 其 中 4a<<&<6. 证 明 :在 区 间 (a,6b) 中 可 找 
出 两 个 值 zx 与 x; ,满足 
fxa)— fr) 


2 Xl 

证 不 妨 设 F"(6>0. 考察 (6) ,分 两 种 情形 : 

(1) 车 fC(8)==0, 则 由 “(8) 汪 0 知 fC(8) 为 极 小 值 . 从 而 存在 9>>0, 在 [一 8 十 6e 二 9](C(a,p)) 上 函数 
f(x) 在 的 左 侧 单 调 下 降 , 在 8 的 右 侧 单 调 上 升 . 如 果 f( 一 8 十 和 = 二 了 f(E 十 0), 则 取 zl 二 一 6 十 &, xz 二 6 十 6, 就 
满足 了 题 中 的 等 式 .， 如 果 f( 一 6 十 全 过 f(& 十 0) , 则 取 zi 二 一 86 十 &, 而 在 [8,& 十 6] 上 应 数值 f(zi) 介 于 f(8) 与 
f(& 十 人 6) 之 间 . 由 于 f(x) 在 [&,& 十 6] 上 单调 上 升 , 故 存在 zs E (8,& 十 06), 使 f(x2) 二 f(x), 从 而 题 中 的 等 式 
成 立 . 如 果 f( 一 6 十 和 之 f(& 十 6), 仿 前 也 可 取得 两 点 zi 及 zz ,使 fx) 二 f(x;). 这 时 题 中 的 等 式 得 证 . 

(2) 若 f'(&) 关 0, 则 设 


=/f (8. 


F(z)=/f(z)—/f (zx, 

从 而 有 
F(A)=f’()—/f’ (=0, 
且 
F(O=/"(8)>0. 
对 于 函数 F(x), 应 用 上 述 (1) 的 推 证 方法 ,总 存在 两 点 zl 及 zz ,使 FCzi) 一 F(xs), 也 即 有 
fr)—f (r=f(r)— f(x, 

解 得 

f=-FE fA, 
从 而 ,命题 得 证 . 

【1317】 证 明 : 若 函数 f(x) 在 无 穷 的 区 间 (zo ,十 co) 内 二 阶 可 微 , 且 


lim f(x)=0, lim f(zx)=0, 
rr*zxot+0 十 oo 


则 在 区 闻 (zo ,十 cc) 内 至 少 有 一 点 &, 满 足 
f "(8)=0. 

证 用 反 证 法 , 即 若 不 存在 6 使 1“(&) 二 0, 则 当 x 之 zo 时 ,或 者 f(x) 之 0, 或 者 1 (x) 二 0. 如 果 不 是 
这 样 , 即 若 存在 点 a 与 65, 使 得 f(a)<0 及 f”(5)>0, 则 由 达 布 定理 “' 可 知 ,在 a 与 5 之 间 必 有 c 存在 ,使 
得 f“(c) 二 0, 这 与 我 们 的 反 证 假设 矛盾 . 因此 ,我 们 不 妨 设 f(x) 汪 >0, 从 而 ,函数 f(z) 的 图 像 是 目的 , 且 位 
于 其 任 一 点 曲线 的 切线 的 上 方 . 

再 由 

lim f(zx)=0, lim f(z)=0 


I*zr0 十 


与 f(z) 的 可 微 性 ,利用 1237 题 的 结果 , 即 知 :在 (zo ,十 cc) 中 至 少 存在 一 点 ci ,使 
和 ci) 一 0. 
由 大 (z)>>0 易 知 请 (zxz) 递 增 ;从 而 , 当 Xa 时 ,f(x)>0. 取 Cc ; 则 f (cz ) 过 0. 
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过 点 (cs , jc)) 作 曲线 y= 二 f(x) 的 切线 ,其 方程 为 
Yr)= fe) tf (cs )(Cz 一 cz). 


易 知 
lim Y(Cz) 一 十 co， 


而 A(z) 一 Y(z) 之 0, 从 而 应 有 
lim 7(z) 一 十 ce， 

这 与 原 设 条 件 lim f(x) 一 0 矛盾 . 同样 ,对 于 7 〈z)<0 的 情况 也 可 推出 以 上 结论 . 

于 是 ,在 区 间 (zo ,十 吕 ) 内 至 少 有 一 点 纪 使 (6) 二 0. 

x*) 达 布 定理 指 : 若 函 数 g(x) 在 [a,5] 内 有 有 限 的 导数 , 且 g (a)g (5) 过 0, 则 在 (a,5) 内 至 少 有 一 点 <c， 
使 

g (c) 一 0. 

其 证 法 是 :不 妨 设 gf(a)<0,g' (的 >0, 则 在 a 右边 且 与 a 充分 近 的 点 XT， 有 g(a)>g(7X); 在 6 左边 且 与 5 充 
分 近 的 点 工 , 有 g(X) 二 g(5); 由 此 可 知 g(x) 在 [a,6] 上 的 最 小 值 必 在 la, 四 内 某 点 c 达 到 ,从 而 必 有 gg (c) 二 0. 

在 本 题 中 ,可 设 g(xz) 二 f(z), 则 由 g (a) 二 J (a)<<0 及 gg (5) 二 (Bb)>0 可 知 在 a 与 5 之 闻 必 有 < 
存在 ,使 gf(c) 一 0, 即 广 (c) 一 0. 


39. 不 定式 的 求 值 法 
洛 必 达 法 则 ”情形 1: 不 定式 -的 求 值 法 . 若 :(1) 函数 f(x) 与 g(x) 在 点 a 的 某 邻 域 U. 内 “有 定义 并 
且 连 续 ( 此 处 a 为 数 或 符号 ce) ,并 且 当 za 时 ,这 两 个 函数 都 趋 于 零 : 


limf (zx)=limg (x)=0; 
(2) 导 数 /“(z) 与 g(x) 在 点 4 的 邻 域 U, 内 存在 (在 点 4 本身 可 不 存在 ) ,并且 当 r 关 a 时 ,二 者 不 同时 
为 零 ;63) 有 限 或 无 穷 的 极限 值 lim 《2 存在, 则 有 
1i fz) im £2 


a g(x) 本 gE (zx) 


情形 2: 不 定式 之 的 求 值 法 . 若 :(1) 当 x->a 时 ,函数 f(x) 与 g(x) 都 趋 于 无 穷 大 : 


lim f(x)=lim g(x)= 0%, 


其 中 a 为 有 限 数 或 符号 co， 
(2) 对 于 异 于 a 且 属 于 点 a 的 邻 域 U, 的 一 切 zx 值 ,导数 f(x) 与 g(x) 都 存在 ,并 且 当 xEU, 及 z 天 a 
时 ， 
和 2(z) 十 g 2 (xz) 天 0; 
(3) 有 限 或 无 穷 的 极限 
四 如 人 
存在 , 则 


. fz) 让 (z) 
lim 7 lm rer) 


利用 代数 变形 与 取 对 数 的 方法 ,可 使 不 定式 0，co,co 一 co ,1” ,0" ,oo 等 的 求 值 法 化 为 


* 所 谓 点 。 的 邻 域 [7, 系 指 满足 下 列 不 等 式 的 数 的 集合 : 
(D0< 1z 一 a| <e, 若 < 为 一 个 数 ， (2) |z| > 二 , 若 a 为 符号 oo. 
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0 Ca 
号 
这 两 个 基本 类 型 的 不 定式 的 求 值 法 . 
求 出 下 列 各 式 之 值 : 
.Sinax 
F1318] lim inpx 


. Sinax_\,. acosax a 
解 limsinpz limy cospr b (8 天 0 


， chz 一 cos 并 
【1319】 lim 


chz 一 cosZ 一 1i shz 十 sinz 一 ]i chz 十 cosz 1 


解 ln 2 
. fan 和 一 工 

【1320] lim; ~ snr 
一 2 

解 1i tanZ 一 工 “1， Sec 工 1 -liml 十 cosz-? 


im - 二 2 
zo0r— sinr zo0l—cosrx ro COS 工 


[1321] lim3 tandx— 12tanx 


zx0 3Sindz— 12sinz’ 


解 lim3tan4z 一 12tanz  ，，]12sec:47 一 12sec:z_ |，/ cos4z 十 cosz\ 2 
z+0 3sSin4dz—12sinr 7-o l2cos4z—12cosrT zm0 ( COS2 xcos: 4 工 ) “ 
【1322】 lim tap3z， 
« tanz 
一 时 
tan3z 3sec:3xz »/1. cosT\:_ 20/y. sinz YY:_ 1 
解 lim tanz x SEC 3( xC 法 3 (ima ) 3° 
工 2 
【1323】 lim<e°—1. 
ze0 x 
解 limzcotz 一 1_ limz 一 tanz im 1] 一 sec2 工 
0 ZX >0 六 stanz 02xtanzr zseciz 
lim tan x 一 一 lim ! = 一 
3 四 
oztanm 十 2ztanz 十 和 zz2 十 2 - 工 十 ( z ) 
tanx tanzx 
3 
【1324] lim tanz 一 1 
x 2sin x—1 
— 1 sec? 并 
解 lim wWtanz 一 1 Jim 3 Vtaniz 1 
2sinZz 一 ] ,x 4sinzcosz 3 
4 < 
【1325】 limzCe 十 1) 一 ke 一 1 
二 0 工 
Ze 十 1) 一 2(er 一 1) ,. e* 十 1 十 Xe* 一 2e* 1 一 持 十 ze ， 一 上 娃 十 时 十 ez 
lim™ = = 
解 相册 3 lim 3z2 lim 37? lim 6 工 
je lL 
-06 6“ 
一 2 
【1326】 lim] 末 cosz 
0 2 Sinz 
解 im 一 cosz _ Limi cost jm sint lm 1 _1 
xz0 zsinz2z /mo tsint 0 Sint 十 zcost two 1 十 cost “ 


sint 


【13273 limarcsin2z 二 arcsinz， 


了 
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2 2 | tz x ] 
”万 一 一 一 一 了 
解 limarcsin2z 一 2arcsinz_ jin YI 一 4 1—zx’ 一 lim (1—4x:)¥ (1—zx’)Y 


zx0 I 0 3z2 0 6zx 


lim |! 
-lm| (1 一 zx?) 


[1328] 二 VaarctanA/ 二 一 V5arctan A/ 六 ). 


. a b 
解 lim (va arctan A /= 一 VBarctan A/ 工 )=lim 
zr-0 a b 0 3 
zr BV 


a b a 十 b 
| Xx+a ztb_l (xt+a)’ (x+b)’_a-b 
2 3x 20 3 3ap 


【1329】 lim2 一“ 一 
I—*0 区 


解 1i Ca 一 Qainr li (a*—a™cosr)lna _ lna lim® eta"™ sinr —a™ lInacos: x 
0 5 a0 3zx? 3 0 2xz 
= 蛙 lim(arln2za 十 as cosz 十 alnasinzcosz 十 as lnasin2z 一 as In?acos'z) = 时 . 
I*0 
一 工 
[1330】 lim (二 一 7) 
， 一 并 12(lnz 十 1) 一 1 x (nztl)+zr 
解 加 (Ti 2 
工 2 
ln(sincz) 
【1331] lnCsinbx) 
， «) 
解 1i lIn(sinax) _ |. asinbxcosaz _ a .6 一 1. 


dlnCsinbz) dbsinazcosbr b "a 


x*) 利用 1318 题 的 结果 . 


Li ln(cosax) 


L1332] zoln(Ccospz) 
解 1i ln(Ccosaz) 1、 Qtanax a aseczaz _ (2) 
soln(cosbz) obtanbz b bsec br pb/ 


. COs(sinz)— 
【1333】 limSes sz oz 


0 


解 limeos. Sinz) 一 CosZ lim 二 cosz。 sin(sinz) 十 sinz limsinz » sin(sinz)— cos? zcos(sinz)+++cosxz 


x0 x x0 4 ze0 12x? 


一 一 limzd- [ cosxsin(sinz) 十 sin2zcos( sinz) 十 sin2zcos(sinz) 十 cosszsin(sinz) 一 sinz | 


TD 


一 去 tim[ 一 sinxzsin(sinz) 十 cos?zcos(sinz) 十 3cos2zcos(sinz) 一 部 cosxsin2xsin(sinzx) 


—3cos: rsinzsin(sinz) 十 cos4zcos(sinz) 一 cosz] 


一 工 
6 
. 1 1 1 
L1334] lm 过 thz 二) 
解 lm 上 (i 1 ) 一 lim 1 .1 1 mh sin zl; sh2zx— sin2z 
z~0 TXT ‘thr tanz 0 thix chix sinix z*0 Sin zshix xz-0osin2xsh’zx++sh2zxsin: x 
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一 1i ch2x— cos2x 一 lim 2sh2z 士 2sin2z 
cos2zshzZz 十 Sin2zsh27z 十 ch2zsinzr 20 一 2sin2zshzz 十 3cos2zsh2z 十 3sin2zch2z 十 2sh2zsin2z 


一 lim(4ch2z 十 4cos2z)( 一 4cos2zsh2zz 一 2sin2zsh2z 一 6sin2zsh2z 十 6cos2zch2z 十 6cos2zch2z 
z+*0 


十 6sin2zsh2z 十 4ch2zsin2z 十 2sin2zsh2z) ! 


一 2 
3 
【1335] lm se — ars sine) 其 中 arshx 一 ln(zx 十 V1 二 x ). 
解 limarsh(shz) 一 arshGCsinz) _ liminCshz 十 chz) 一 ln(sinz 十 V1 十 sin2z) 
0 shz 一 sinz 0 shz 一 sinz 


Sinzcos 并 
cosz 十 


chzti+shzx V1+sinx 1—— cosz 
mht he sinzx+ V1++sin:x 一 lim V1l+sinx 


0 chx— cosz z=0 Chz—coszr 


2 
. - coOs: xsinz 
一 sin V1 十 sin2z 一 一 二 一 一 一 
V1l+sin zx ) 2sinrz 


一 lim 1 二 sin x lim Ctsin’ zr) 
ro shz 十 sinz >~*0 Shz 十 sinz 
cosZz _ 3sin’zcosx 
(1 十 sinz2z) 这 (1+sinz)3 - 
二 2 lm 一 一 一 一 一 一 一 一 1. 
0 chz 十 cosz 


【1336] lim 2 (e>0). 


1 
.lnz_ i. zx . 1 
解 lim 一 = lim 一 = lim 一 一 0， 
z+ I +mET r+o€EX 
〖【1337】 lim 5 (a>0,n>0). 


解 题 思路 。 若 为 正 整 数 , 利 用 洛 必 达 法 则 求 得 lim 所 一 0. 车 不 是 正 整 数 ,出 


[n] nn [中 十 
A (rl), 
e € ee 
利用 上 述 结 果 及 夹 通 准则 . 
解 lim 对 -limzz 一 = lim -zaL 一 0 
ze 十 co @ rr+ceo QE 了- 十 coCn ee 
以 上 是 就 n 为 正 整 数 的 情形 解 得 的 . 车 不 是 正 整 数 , 则 [n] 二 nn 二 [nj 十 1. 于 是 ， 
[由 n [四 
工 -一 三 - 三 (zx>1). 
已 ee € 


而 左右 两 端 当 x 一 十 co 时 ,上 面 已 证 明 它 们 的 极限 为 零 . 因此 ,中 间 的 极限 也 为 零 .于 是 ,对 于 任意 大 于 零 的 
实数 a 和 ?2 , 均 有 lim 于 =0. 


*) 利用 1337 题 的 结果 . 
[1339 lim zx’?e ™°. 


T+o0 
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提示 “利用 1337 题 的 结果 . 
x + ) 
解 lim zx:e "= lim Bir TO. 


十 oo 十 oo 


x) 利用 1337 题 的 结果 . 
L1340] lim lInx * lIn(1— zx). 


1 
、 .ln(1 一 z) .1—z .xln: zx ， lnzz 十 2lnz 
. 一 一 - 一 一 一 0. 
解 imunr' nD lm inn I 
lnz xlm zr 
【1341】 limzx:lnx (e>0). 
了 十 人 
1 - 
解 lim zlnz= lim 芝 = lim 一 和 = 一 lim 芝 =0 
工 -一 十 0 +0T x=+0 EX z+0E€ 
【1342】 了 了 lim x*. 
x0 
提示 “注意 三 一 er” ,并 利用 1341 题 的 结果 . 
解 limz = lime’"™ ee "=l. 
I*+0 r=+0 
x*x) 利用 1341 题 的 结果 . 
[1343〗 lim zx” -: 
工 呈 十 0 
提示 利用 1341 题 及 541 题 的 结果 . 
解 lim zx” -1 = lim e -Vv = lim ee Dlnz, 
了 一 十 0 Te 十 0 十 0 
由 于 
二 1 
. . erhzr 一 1 > .ln 并 ,zz . 
lim xinx=0’, lim 二 ] 及 lim (zxln’ 7x) = lim = lim 一 lim( 一 2zlnz) 一 0， 
x+0 z*+0 Xlnz z+0 s+0 1 rr+0 1 to 
zx? 


故 


zlnr 
; zinr 一 1i el mr 1.0= 
lim {(e 1)lnzy》 lim { 1 zln z} 1。0 一 0. 


于 是 ， lim zx- 一 lim ee -Ve om1. 
x+0 z+0 
x) 利用 1341 题 的 结果 . 
{1344] lim (z” —1). 
z+0 
提示 利用 1342 题 的 结果 . 
解 lim(z- 一 1)= lim (e”'™—1). 
ZX 二 0 I* 二 0 
利用 1342 题 的 结果 ,有 lim x*=1 , 故 得 lime “一 0, 从 而 有 lim Cx™ 一 1) 一 一 1 


3 


K1345 lim zi. 


ri0 
1 
， 天 加 。 TT » > 4 9 
解 由 于 lim TIZInz Jim, 了 一 所 以 lim xz 一 e. 
jy 


[1346] limz™. 


Tl 


1 
解 由 于 lim 一 lim- 生 一 一 1 所以，limzr 一 e-!. 
I Ed 


1 一 工 xl 


【1347】 lim(2—z)™Y¥. 
1] 
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1 
In(2— x) _. 工 一 2 2 


. nr Nl 一 二 ， 
解 ”由 于 limtan In(2 x) lim ,下 mr RE x 
or 2 2 
xz 2 
所 以 ， lim(2 一 z) 2 一 ex， 
I*l 
【1348]〗 lim (tanz)e2z . 
至 
sec’z 
. 1. lntanz _. tanz _ 1. ， 二 
解 ” 由 于 lim tan2zlntanz 一 lim coo 1 m ceca limsin2x 1 ， 
所 以 ， lim(tanz)en2z 一 el， 
一至 
【1349】〗 lim(cotz)™. 
0 
_cscx 
， ,lncotz |. cotz I. sinz _ 
解 由 于 limsinzlncotz lim cscx lim— secrecorz limeoszz 0， 
所 以 ， lim(cotr)™' 二 et? 二]. 
-0 
【1350 lim (ln 工 ) . 
z+0 x 
解 由 于 limzln (ln 二 )= lim = lim 下 -=0, 所 以 ,lim (in 上) =e=1. 
+0 x ytoo yy y+ ylny z+0 并 
1 
- TA r 
【13S1】 lim (tan 2 ) 
解 ” 由 于 
1 
RT  \ (1 十 2z)? . 《1 十 2zx)? 
mn(n 1) i lr 
2z 十 1 2z 十 1 2z 十 1 
4 
3 
一 2r lim 人 十 2z) =—4lim— 1 =0, 
TT cos 2 一 (1 十 2z)cos _2mz 
(1 十 2x)? 2z 十 1 2z 十 1 
> 1 _IYZ 加 一 el0 一 
所 以 ，lim (tan B27) el 
, tanx cot(r—a) 
[1352] lim( tana ) “ 
tanx lntanz 一 lntana sec 地 2 
解 由 于 Imeotz oln(ton ) li Go limoecd ta) sinZa" 


cot(r—a) 
所 以 ，lim( tanz ) ”一 ea (a 关 挟 ,为 整数 ). 


tana 


【1353]】 im (Se ) 


zo0\ Br 一 lnp 
解 ” 由 于 
《ar 一 1)ina (〈 姑 一 1)lnp 
ln(a 一 zlna) 一 jn( 姑 一 zlnp) ax 一 zlna 6 一 zlnp 
limn 一 一 一 一 一 limn 一 一 一 一 一 一 
ze0 并 0 2 


(a — zlna)’ (b’ — zlnb)’ 


I>*0 


bid | he ee] 
—1 (na— In?b) 
2 9 


126 


上 证 ln2< 一 in2b 
所 以 ， lim (Es) 


xinb 


/1 1 
cas 加 (二 -二 1) 

111、 加 er 一 1 e 1 
解 lim (三 #71)= lim ee — 1) lm Tie Imacrta)™ 2 


[1355 im( 记 一 二 1). 


lnz zx—!l 
1 工 

， 1 1 一 Inz 一 1 ). 并 一 1 1 1 

解 lim (i x 1)= lm — In lmz—1 limes—1 Tan mTTITm 2 
+Inz 
{1356] lim(cotz—T). 
0 并 

解 lim ( cotz 一 1 )= imxzcosZ ”SInY -limcosZz 一 ZSInZ CosZ 一 im— — Sinx 一 0. 

0 I z-0 Xsinz 7*0 Sinx 十 xXcosz x~osinz | sr 


【13S$7】 lim 


1 

ier ) mars | 
解 lim n | Lr A re jimln Cl+z) —In(z+ VITz) 

z=0Lln(z 十 A In(1+ xz) roln(l+x) 。ln(z 十 Vix) 
1 _ 1 _. 
lz Vite ji VITE 1—x 

1 rr) VITA Int VIFTz)+(l+r) ln(l+z) 

n(l 十 x) 

AIT 十 和 


一 lim 


一 和 -ln(z 十 VITz)+ 


z 
=lim AL 十 三 __l 
zr-0 I 2° 
A Vv l+x’ ) 十 1 十 In(1 十 x) 


[1358}3 lime- 


ra 


(a>0). 


解 lim2- = =lim(a’lna—ax’ ')=a’ (lna—1). 
+ 
【1359] limQ 二 22 三 一 。 


0 


1 


(1+x)*—e 
I Z(1 十 工 ) 


解 lim 


TD TD 


-imatot| 一 去 nGl+a |]=elim 
1 1 
-ulinda+z ltz__ om 1 一 e 
0 2z limgc ty 2° 


[1360] lim et (a>0). 


XI"0 


Cat x) [iIncatz)+-F | —arlna 


解 lim te 一 lim a 二 Tz 


zr-0 0 2x 


一 工 li 1 | a 1] 一 
2 lin ete [Incat +e 于 > ] 十 (a 十 xz) | 二 二 7 十 二 | a ma| = 


{13611] lim (二 aretanz) . 


工 二 十 co 


解 由 于 


R | 一 


127 


1 (三 t ) TT _，, 2 _. 
. 2 x arcanT) _ 1 2arctanz x(l+zx’) lim Zz? 
lim zln (arctanz ) = lim 1 ID _1 ztoo (ll 十? )arctanz 
工 2 
=_2 
nz 9 
所 以 ， lim (三 arctanz) =e 4. 
cto \ x 
E1362] lim (thzr)” 
解 ” 由 于 
1 
. 1 ln(thz) __ ,. thzxch’zx 
nxthn 一 im lm 1 2 im 和 paz 一 一 :Jim zi 
zr Zz? 
一 2 lim scpaz ja 一 0 
所 以 ， lim (thz)= 一 e@ 一 1， 
十 oo 
: 工 
〖1363】〗 lim( zesoz )”. 
x0 工 
解 由 于 
1  _l1 
. 一 - 工 一 一 5 . 
liml™ arcsinz) Inz 二 lim xX arcsinr 一 limz 1 一 zarcsinz 
0 z < 2z “02z2 V1— zx arcsinx 
1 一 1 十 一 二 一 arcsinz 


一 lim V1—x =]i arcsinz 


3 m - 
二 (4 V1l—x’ -Es )arcsinz + 27 x* 02(2 一 3zz )arcsinz 十 2z V1l—x’ 
AW 一 并 


一 lim ] 一 工 _1 
2 9 
一 一 12zarcsinz 十 202 一 3z +2 1 一 7 2z 6 


二 


所 以 tim (nr) 
I*0 
1 .1 
【1364】 lim(OoO*) 
zx—*0 所 


1 1 
一 jn(1 十 z) 一 1 玫 一 一 1 
.并 ln(1 十 z) 一 工 1 十 z 1 
解 由 于 lim 工 lim x’ 02x limgcr tz) ™ 2 


工人 


ll 
所 以 ， lim| He | =et. 
z=0 e 
【1365】 lim (之 arccoszx ) 
<0N XA 


ln ( 过 arccosz ) 


解 ” 由 于 lim =lim -1 一 一 全 


$ 
0 "01—x? arccoszr 区 
1 
。 2 工 _2 
所 以 ， lim ( arccosz ) 一 e £, 
TO n 


1 
【1366】 lim( SS ): 7 


TD 
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1 
一 sec? Xz 一 一 二 
. lncosz—lnchx_ ;， 一 tanz 一 thz __i. chez 
得 由。 葬 站 扯 一 革 二 
1 
、 . COST Ni _ - 
所 以 ，lim( 守 2)" = 
lnchzx 
【1367】 1im 一 一 一 一 一 一 
zoom 一 we 
lnchz thz _ 1 _ mn 
解 = lim 一 一 一 一 一 . 
7 0 shz| 工 (chz) 二 :一 二 (chz) | 工 _ 荆 nm 
n m nn 
/1 十 er oo 
【1368】 lim( 一 盖 ) . 
ee 
.ln(l+e)—ln2_,. 1+er_1 yy lte Ne 
解 由 于 lm 一 让 2 一 lim 了 一 序 , 所 以 ,lim(3) 于 We 
chiz 


[1369] lim | YT TT — VFTzTT。. 人 |. 
解 当 x 一 十 co 时 ,有 
1 
1 1 1 E 1 1 1 1 1 1 1 
VTi 工 1 工 -1 1/l1 工 工 工 工 工 
TTFrFi=z 1+ ( 亏 + 去 + 去 ) z| 1 二 本 (去 十 云 二 去 )+o( 去 二 去 二 去) 
1 1 1 1 1、 芳 
(te) 
Xx 3 XX I 
=z| 1+ 计 (二 + 去 )+o( 二 + 总 二 去 +o( 士 )++o(D 一 z 二 去 ++o1) 
去 ) o[( 云 立 ) 一 并 0 0 X o(1), 


In(e+z) 一 二 In[er “(1+ze 7)]=1+ 二 In(1+xe- =1+o( 二 ) 


I 并 


(这 是 由 于 lim ln(1 十 ze *)=0). 


于 是 ， 
Yr Tetrti— Vitrti* te [++o() |— [z+ 去 +ocD |[1+o( 土 )] 
=[z+ 村 +o0D |-[z+ 半 +oG)+o( 工 ) ]= 一 二 +oc1)， 

从 而 有 


lim | YRTPTETT- VPTITT +E | lim [一 二 +oG)]= 一 于 


Te 十 oa 十 oo 


【1370】 lim [Czxt+a) tt zt ]. 
人 二 
解 ” 当 xz 一 十 co 时 ,有 


(+E) ed eito(1) 


二 =1+o( 工 )， 
工 
工 
并 注意 到 zz 一 1, 于 是 ,得 
1 入 1 1 + 
(z+a) tor ttm(rta) (zt+a) rr. zt 二 (z+a)。， x (+ 二 ) 一 立 。 rx = 


一 xz {cz+ola+o( 二 )]-z[i+o( 二 )] }=x {[z 二 ato(1)] 一 [zx 十 o(1)]} 
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一 xz=[a 十 o(1)]， 
从 而 有 lim [(z 十 ao 二 一 mr 村] 一 lim {zx*[ato(l)]) =a. 
[1371】 若 当 r-=0 时 ,曲线 y 一 F(z) 通 过 坐标 原点 (0,0) [limf(z) 一 F(0) 一 0], 且 在 此 有 斜 角 w, 求 


lim 之 . 
0XT 


解 lim 之 =lim =f (0)=tang”’. 


“0X TD 


x* ) 所 谓 有 斜 角 w 是 指 在 + 二 0 点 有 f'(0) 二 tana, 注 意 到 当 x 一 0 时 ,f(x) 一 0, 以 及 (0) 存 在 ,如 果 
再 假定 f'(x) 在 x 一 0 连续 , 则 也 可 用 洛 必 达 法 则 求 得 


fC2)— £60) 
x 


lim> =lim2 = f/f (0)= tana. 
xx<0 工 xz0l 


【1372】 若 当 x 一 十 0 时 ,连续 曲线 y 一 f(z) 通 过 坐标 原点 (0,0)[ lim /zx) 一 0] ,并且 当 0<z<e 时 ， 
此 曲线 完全 位 于 两 直线 y= 二 一 kz 及 y= 二 kr (& 尖 co) 所 组 成 的 锐角 之 内 ,证 明 : lim zx” 一 1. 

提示 注意 到 zlnz 一 0 (z 一 十 0) ,并 利用 夹 盘 准 则 . 

证 当 x 一 十 0 时 ,有 xlnx 一 0. 按 题 设 应 有 

—krz 人 frr (k>0, 0<zr<e), 
而 当 z>0 且 很 小 时 ,有 lnz<<0, 故 
kzxlnr< f(r)lnr< ~— krlnr, 
从 而 有 
einz <Cefcnrz<e tin 

当 x 一 十 0 时 ,不 等 式 两 端 均 趋 于 一 1, 注 意 到 er 一 ze , 即 有 lim za 一 1 

〖1373】 证 明 : 若 函数 f(z) 的 二 阶 导 数 A”(z) 存 在 , 则 

f° (0) lm 
证 明 思 路 ”注意 到 当 h->0 时 ， 
fix) 二 +f(r—h)—2f(zx)->0 及 hi 一 0， 

且 分 子 及 分 母 ( 视 为 户 的 函数 ) 都 有 导数 ,而 分 母 的 导数 2h 又 不 为 零 ( 疡 一 0, 但 产 和 0)， 故 对 
lm 一 包 二 所 一 全 一 2 


0 


可 使 用 洛 必 达 法 则 ,得 


fr f(r) 
原 式 二 lim Dh 


h-0 


1 » ‘( 十 有) 一 ‘ 》 ’ —h TT ‘ 1 Ea EA Ed 
一 了 lim| 人 +t]. 


注意 车 对 (* ) 式 再 使 用 洛 必 达 法 则 ,得 原 式 一 于 lim["(z 十 内 十 太 (z 一 且 了 ]. 由 于 f(x) 仅 存在 而 
没有 假设 连续 , 故 无 法 获得 f"(z) 的 结果 . 这 一 点 必须 引起 读者 的 注意 . 

证 当 h->0 时 ,f(x 十 有 ) 十 f(z 一) 一 2f(z) 一 0 及 及 一 0, 且 分 子 、 分 母 ( 视 为 hh 的 聘 数 ) 都 有 导数 ,又 
注意 到 分 母 的 导数 24 关 0(h 一 0 但 姑 0) , 故 对 lim 帮 名 二 人 一 名 一 2 太 台 可 用 洛 必 达 法 则 ,并 且 继续 运 


算 , 最 后 得 证 
lim {C++ fs) fT) lin r+) Ceoh) 
h0 h hr0 2h 
1 ff xt fC fr) fl 
tim[ h + —h j= 2 


h—-0 


[f(x)+f" x) 1]=f" 2). 
【1374】 研究 运用 洛 必 达 法 则 于 下 列 各 例 的 可 能 性 : 
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1 
x? sin 一 sinz， 


并 
(1 lim 一 Sn (2) Limz 二 sinz inz 
sz (cosz 十 2sinz) 十 e -了 sim 工 ， (4) lim 1 十 z 十 sinzcosz ， 


. ee€ 
(3) im, e xz(cosz 十 sinz) z+ce(X 十 sinrcosx)e 


提示 。(1) 及 (2) 洛 必 达 法 则 不 适用 ,但 是 原 极限 均 存 在 . (3) 及 (4) 不 符合 运用 洛 必 达 法 则 的 条 件 , 且 原 


极限 均 不 存在 . 
1 


2zsin 二 一 cos 三 
解 (1) 分 子 、 分 母 分 别 求 导数 ,得 商 为 一 一 一 一 一 一 ， 


COsXx 


此 函数 当 x 一 0 时 ,极限 不 存在 ,因此 洛 必 达 法 则 不 能 适用 . 但 是 , 原 极限 是 存在 的 . 事实 上 ,函数 


当 z-=0 时 ,< 一 1 及 zsin 二 >0, 于 是 ,lim 
rr-0 


COsX 


(2) 分 子 、 分 母 分 别 求 导数 ,得 商 为 Teosz ， 
当 -co 时 ,上 述 函数 的 极限 不 存在 ,因此 洛 必 达 法 则 不 能 适用 . 但 是 , 原 极限 是 存在 的 . 事实 上 ,有 


_ sinx 
ZX—sinr __ 1. 工 
lim = lim 一 一 一 工 . 
xc 二 十 Sinz 一 =] 十 Sinz 


(3) 如 果 运 用 洛 必 达 法 则 ,就 有 


_ . 2 a 2 2 
lim ® 2 (coszx2sinz)+e sinx lim —5e “sinz—2zxe * sin2z 十 e 7 sin27 


z+ € “(coszt sinr) 二 co 一 2e zsinz 


= lim (Be tre tsinr—e tcosz)—0. 
这 个 结果 是 错误 的 . 事实 上 ,车 取 xz 一 mx 十 2, 则 limz, 一 十 co. 对 于 数列 {x,), 原 式 的 分 母 em (cosz 十 
sinz,) 二 V2e mm。sin(zs 十 于 ) 一 V2e “如 sin(n 十 1)x 一 0, 而 分 子 不 为 零 ,此 时 原 式 的 极限 不 存在 ,从 而 


对 于 十, 原 式 的 极限 不 存在 .原因 是 在 求 极限 lim zf LO 时 ' 盟 然 f(x) 及 g(x) 均 连续 且 极 限 为 零 ,但 


其 导数 在 数列 x, 二 nxnC(n 二 1,2,…) 上 两 者 同时 出 现 了 零点 . 因 上 ,方面 本题 不 符合 运用 湛 必 这 法 则 的 条 
件 ; 另 一 方面 也 不 允许 在 求 极限 过 程 中 ,用 sinz 作 除 数 ,上 .下 约 分 后 再 求 极限 . 
(4) 如 果 运 用 洛 必 达 法 则 ,就 有 


lim 1 十 zx 十 sinzxcoszx . 1 二 cos2x 


(十 Sinzcosz)eae se [1 十 cos2z 十 cosz。(z 十 sinzcosz)] 


一 lim 2cos: 工 . 1 
= lim 


sin lim . 
re+ooesinr| 2cos2 并 十 cosZ。 (xisintcost)] to ine [1+ (x+sinzcosz) | 


2cosz 


由 于 ee 下 之 e 1 ， Xx 十 sinzcosx 之 7 一 1, 故 当 x 之 1 时 ,有 


[1+ F(t sinreosz) | 之 ee ! [Tcz-D-Ij>e [去 cz-D-1] >+e 
( 当 zx- 十 co 时 )， 


sinz 


e 


从 而 得 lim 1 十 xz 十 sinzxcosx =0., 


z+oo(X 十 Sinxcoszx)e™ 


这 个 结果 是 错误 的 . 事实 上 ,对 于 不 同 的 数列 


一 2a 十 分 及 区 二 2nx (na 一 1,2,…)， 
让 mn 十 co, 则 分 别 取 不 同 的 极限 二 及 1, 从 而 原 极限 是 不 存在 的 . 原因 与 (3) 的 情况 类 似 , 只 是 注意 到 cosz 


在 zw 一 zx 十 地 的 点 列 上 (xn 一 1 ,2,…) 取 值 为 零 . 因此 ,本 题 不 符合 运用 洛 必 达 法 则 的 条 件 ; 当然 也 不 允许 在 


中 间 过 程 里 ,用 cosz 作 除 数 , 上 .下 约 分 后 再 求 极 限 . 
【1375】 设 有 一 弓形 ,其 弦 长 为 5, 拱 高 为 h, 半 径 为 RR, 又 有 内 接 于 此 弓形 的 等 腰 三 角形 . 车 当 RR 不 变 
时 马 形 的 弧 长 趋 于 零 , 求 弓形 面积 与 内 接 三 角形 面积 之 比 的 极限 . 利用 所 得 结果 推出 弓形 面积 的 近似 公式 : 


S~ 子 bh. 


提示 设 可 形 所 张 的 中 心 角 为 a, 则 内 接 等 腰 三 角形 面积 为 C 


去 太一 Re (sin 名 一 让 sina ) ,可 形 面积 为 去 Re(a 一 sina)， 
解 ” 如 图 2. 50 所 示 . AB==6, DC 二 h, 了 AOB==a, 和 人 ABC 为 内 接 4 B 
等 腰 三 角形 ,其 面积 为 ~ 人 ~ 
Le NR 


方 的 一 R* (sin 号 一 二 sina)， 5 


弓形 面积 为 亡 R* (a 一 sina). 图 2. 50 


当 弧 长 趋 于 零 时 ,a 趋 于 零 ,于 是 ,弓形 面积 与 内 接 等 腰 三 角形 面积 之 比 的 极限 为 


1 ? 
于 Re(a 一 sina) 六 (1 一 cosm) sin? 各 (#) , 
lim > I 一 lim I 了 =lim 3 =lims 一 了 
ap 0 1. o0 上 QQ 0 a :0 oa a 
R (sin 2 2 sina ) 2 (cos 2 cosa ) sin 4 Sin 4 4 4 


§10.， 泰勒 公 


1 ”泰勒 局 部 公式 ” 若 ;(1) 函数 f(z) 在 点 zo 的 某 邻 域 |x 一 zo | <e 内 有 定义 ;(2) 在 此 邻 域内 有 一 直 
到 (z 一 1) 阶 的 导数 F (ze ?C(x);(3) 在 点 xo 存在 nn 阶 导数 "(zo), 则 


f 7)= DY ar(x—xo) to (x— zo)"), (1) 


k=0 


让 (4=0,1,… ,0). 特 别 地 , 当 zo 二 0 时 ,有 ， 


其 中 a 一 


f(z)= > {to Cr)"). (2) 


在 上 述 条 件 下 ,(1) 式 是 唯一 的 . 
车 在 点 xo 存在 导数 f “(xo), 则 公式 (1) 中 的 余 项 可 以 取 为 o*((zx 一 zo)"!) 的 形式 . 
从 泰勒 局 部 公式 (2) ,得 出 下 列 5 个 重要 的 展开 式 : 


2 
I. 二 1 十 x 十 各 十 … 十 二 十 ox"); 


3 2n—1 
HI. sinxz 一 工 加 | 十 … 十 《 T 十 oz )3 
一 1 一 研 十 .十 (一 
0. cosz 一 1 区 十 士 《 ” 027 to +1); 
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Pm Dt te mt oe"); 


nl! 


于， 《1 十 x)" 二 1 十 mz 十 


2 
V. ln(1 十 zx) 一 工 污 十 … 十 人 1)"! 于 ++o(z"). 


2” 泰勒 公式 ”车 ; (1) 函数 f(x) 在 闭 区间 [a,5] 上 有 定义 ; (2) f(z) 在 此 闭 区 间 上 有 连续 的 导数 
f(T) ,ff"”1(X); (3) 当 a<z<be 时 ,存在 有 限 的 导数 f(z), 则 


ol 
f= DA Hz a)*: 十 R, (Xx) (aIRb), 
二 一 人 0 


其 中 
fw [atox— Co 


加 ” (0<b<1) (〈 拉 格 朗 日 余 项 )， 


a) 


R, (zx)= 


或 
f ?ath (zr—a 

(7 一 1)1 
【1376】 将 多 项 式 P(x)= 二 1 十 3x 十 5x? 一 2x? 改写 为 二 项 式 z 十 1 的 非 负 整数 次 寡 多 项 式 . 
解 P'(x) 一 3 十 10x 一 6x?， P’(—1)=—13. 

已 (z) 一 10 一 12z， 已 (一 1) 一 22. 

P”(z) 一 一 12， P”( 一 1) 一 一 12 

PY (x)=0, P(—1)=5. 
按 泰 勒 公 式 有 

P(xz)=P(—1) 十 


这 里 R(x) 一。 好 展开 式 中 的 余天 为 和 ,将 上 述 结果 代入 , 即 得 
PCz) 一 5 一 13(z 十 1) 十 11(z 十 1)2 一 2(z 十 1)3. 


写 出 下 列 函 数 按 变量 x 的 非 负 整 数 次 窜 的 展开 式 ,至 含有 所 指 阶 数 的 项 为 止 : 


[1377] | 和 乞 到 含 的 项 . Fe (0) 等 于 什么 ? 


1 二 zx (1 二 zx) 

1 一 工 十 并 1 二 x 
= 二] 十 2x 十 2x? 一 2x! 十 ol(x'). 

£2(0)=4!1. (—2)=— 


(1 二 x) 
(2a 5 丰 到 含 x 的 项 


(1 二 zx)!” 则 
《1 一 2z)40(1 十 2z)60 


60(1 十 xz) (1 十 6z) 
1 一 2z)4(1 十 2x)5 


f "(zx) = 60(1 十 xXx)””(65 十 728xz 十 2196zx? 十 48zx? ) ， 
(1 一 2z)42(]1 十 2z)52 


而 AF(o)=1， 太 (0)=60， 太 (0) 一 3900. 按 泰 勒 公式 就 有 


(1 十 zi 
(1 一 2z)4(1 十 2z)60 


【1379】 va” 十 z (ea>0) 到 含 x? 的 项 . 


) (1 一 人 )"!1(x 一 a)” (0 过 过 1) (〈 柯 西 余 项 ). 


R(x)= 


PC 1) PC PS 


(zx 二 1) 二 一 5 一 2 (zx 十 1 六 十 一 人 一 Dt1): +R x), 


解 二 (1 十 x 十 zx?) 二 (十 x) (1 十 x 十 zx)。， [1 一 x 十 oC(xs)] 


【1378】 


解 设 f(x) 二 


7 (z) 一 1 


一 1 十 60z 十 1950z2 十 o(z2 )， 


2 
解 OO NO tO +z) = ， 


mz 


2 


而 f(0)==a, 三 (0) 一 二 ao ， 1"(0) 一 二 


a 和", 于 是 ， 


133 


一 2 
YirTz 一 十 二 十 昂 玫 于 十 oz)， 


2m? as”™-! 


[1380】 V1 一 2z 十 x 一 V1 一 3zx 十 x 到 含 x 的 项 . 
解 设 f(x)== V1 一 2x 十 zx I 3ZX 十 区 ， 则 


(0)== 直 (3z7 一 2) (1 一 2z 十 x) 于 一 言 (22 一 3)(1 一 3z 十 z?) 二 ， 


(1 一 3z 十 x2)- 


“|S 


f(z)=3r(1—2zx+zx)- 于 (3z 2)2(1 一 2z 十 za)- 生 一 


+ 也 (2z 3)2(1 一 3z 十 妇 ) 各， 


7w(z) 一 3(1 一 2z 十 xz) -二 2 (3z 2)(1 2z 十 已) -和 十 二 《32 2): (1 一 2z 十 zx ) -这 


-一 3xz(3z2 一 2)(1 一 2z 十 zs) 这 人 (2z 一 3)(1 一 3z 十 xz?) 


+ 二 (27 一 3) (1 一 3z+z7) - 六 (2z 3):(1 一 3zx 十 x?) -二 ， 


而 
f(0)=0， f'(0)=0, 1”(0) 一 序 ， (0) 一 6， 
于 是 ， 
V1—2zx+x’ /I 3z 十 并 一 言 z 十 x 二 oz) 
【1381】 ez-” 到 含 zx’ 的 项 . 
2 3 4 5 
解 or- 一] 十 (2 区) 二 ) | Gee cz 十 十 oCzs) 
一 1 十 2z 十 好 一 二 悦 一 二 局 一 下 三 十 oz5)， 
【1382】 二 二 -到 含 x' 的 项 . 
解 ” 当 工 很 小 时 , 令 生 一 1 十 4, 则 有 
4= 硅 十 二 十 到 十 世 十 ozt) 
2 6 24 120 °° 
其 中 信也 很 小 .于 是 ,二 -一 二 了 一 [二 A 一 1 A 十 A 一 A 十 A 十 ol ). 
Tr 


注意 到 
A 一 本 十 本 十 下 二 oC)， 人 A 一 于 十 三 十 0(x')，A' 一 斑 十 o(z) 
4 6 72 27 8 16 ~ 
得 工 1 4 
则 得 一 T 一 1 一 到 十 茹 一 50 十 (7 )， 
【1383】 Vsinz 到 含 xz 的 项 ， 
1 


解 Venn 一 [ 一 于 + 对 +o2*)] =z[1+( 药 亏 +ocz2) ) | 


12 12 


-1+ 1 (二 一 乞 tete) -二 ( 器 - 晤 +oceo) +oceo | 


120 6 9 \120 6 
7 7 1 13 | 13 
X18T 一 32107 二 oz” ) 


【1384〗 lncosz 到 含 x* 的 项 . 
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1 。 1 /7 ， sin4 工 ， sins 工 。 
解 Incosz 一 本 ln(1 一 sinzz) 一 一 本 (sinz 十 2 + <+oCsin’z) ) 


1 x 2 1 _ 1/ 了 2 瑟 gn 6 
-让 (一 章 + 章 +) 二 也 (z 天 十 车 十 oz) ) 十 3 (zx 引 十 可 十 o(z ) ) 二 ol(zx’) 


yz 再 二 亩 < 十 oCz). 


其 中 用 到 : sinz_,] ( 当 x 一 0), 故 o(sinsz) 可 换 为 o(z5). 


5 

【1385】 sin(sinz) 到 含 x’ 的 项 . 
3 3 3 

(z 一 夺 +olx')) 一 亩 (x 一 各 +o(z)) 十 o(z4) 


3 
解 sin(sinz) = sinz— +o(z’) = 


zr 十 o(Cz3s )。 


3 
【1386】〗 tanz 到 含 zs 的 项 . 
解 ” 当 x 很 小 时 ,有 


sinz 一 x 一 证 z + lx 十 o(zs)， 


Tr 5 一 1 
T1206 cosZ 一 1 SS tartolr ) 一 1 一 人 ， 


2 5 N44 zx 5 
其 中 A 一 亏 区 十 o(z ) 很 小 , 易 见 A 一 村 十 o(z ). 于 是 ， 


tanz 一 xz 一 (z— 二 ze + xs 十 o(Czs) ) 二 


COS 工 120 


一 (zx 一 言 厂 十 30 十 oCx*)) (1 十 A+A? 十 oCz')) 


一 (z 一 言 世 十 高 王 +o(ze) ) (1+ 瑟 十 吉 z 二 oz ) 


一 z 十 言 到 十 阁 瑟 十 o(z5s)， 
【1387】 In samx 到 含 re 的 项 . 


3 zs zx’ 
解 ns z 一 引 十 订 一 条 十 o(z ) 
n 均 1n 均 
一 _T 6 ] 
mn|1+( 十 车 5 一 5 十 o(zs) ) 
2 xt Xs 


1( 6 1( _ ? 
(~ 所 + 击 -6+o02)) 一 二 ( + 二 才 t0+0(z)) 


2 
1 Ea x zx oY 。 
十 本 ( 十 六 0 一 吉 40 oz ) ) 十 oCze) 


Xx? rt 6 6 
6 186 a5 +oCz ). 

【1388】 求 函 数 f(x) 二 Vz 按照 xz 一 1 的 非 负 整数 次 短 展 开 式 的 前 三 项 . 
; ! f(1)=1, f(D= 方 ， 7"(D= 一 于. 


解 “(z) 一 一 一 ， “(z) 一 一 . 
f(z 2 f (zx 到 二 


于 是 ,元 一 1 十 斑 (z 一 1) 一 于 (z 一 D2 十 oC(z 一 09 
【1389】 将 函数 f(x)= 二 zx’ 一 1 按照 x 一 1 的 非 负 整数 次 客 展 开 到 含有 (x 一 1) 的 项 . 


解 f(r) 二 x (1 十 lnx)， 
f(x)=x (1+lnr)!: zr 1， 


f(t) = tinz) +2 tinz) + (E+inz). 
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而 GD)==0， f(D)=1, f/f ”(1)=2, f”(1)=3 


于 是 , 一 1=(x 一 1 二 (x 1 十 去 Cz 一 D3 十 oCCz 一 1 


【1390】 在 点 z=0 的 邻 域 中 ,用 抛物 线 ( 二 次 多 项 式 ) 近 似 地 代替 函数 > 一 ach 二 (a>0). 


a 


解 y =a, yy 一 sh 一 一 0， 


r=0 r=0 a |zr=0 


2 
于 是 , ach 壹 一 “十 芭 十 o(z2)， 


[1391 按 分 式 直 的 非 负 整 数 次 睾 展开 函数 f(x) 一 VI 二 ZY 一 zx 之 0) 到 会 十 的 项 . 
1 1/1 1/1 1 
解 由 Ve =1+ 训 (二 )- 训 (六 )+o( 去 ) 
于 是 , f(x)== Vi 十 x7 一 x 二 za/1+( 二 ) -zx= 去 - 志 +o( 翅 )- 


【13923】 求 函 数 AD inCeHCzsoy 拉 二 疡 的 非 负 整数 次 宕 的 展开 式 , 到 含 pr 的 项 (= 为 正 整 
数 ). 


解 lnCz+ 有 一 | z(1 二 到) |=Inz+ln(1+ 二 )=Inz 二 全 一 


十 四 一 … 十 (一 D1 如 十 oj) 
2z2 37 nr” . 


〖【1393〗 设 f(x 二 有) 二 f(z) 十 hf (x) 十 … -二 f(r+h) (0<0<1) , 且 f+ V(x)0. 
证 明 : limb 一 5 -1 
证 朋 思 路 将 f(x 十 h) 展 开 到 h"'!, 并 与 题 设 比 较 ， en 


和 fr +46) = 和 f(D) +r JeorD (z) 十 oCPnr1). 


(n 秆 1 
再 利用 高 阶 导 数 的 定义 即 获 证 . 
证 ” 按 题 设 , 我 们 有 
fxt+h)= f(x) th (7) -二 和 fr), 
其 中 0<0<1. 又 因 ff “1? (zx) 存 在 , 故 


fxrth)= fr th Cr) 和 +: -二 所 fr ) 十 -全 orDb(z) 十 oCjn+l). 


《天 1 
比较 上 面 两 式 ,得 


和 ft Dt (+o ), 


Cn 和 
从 而 有 


ge z+) f(z) 


olh"+'!) 
oh 


1 HT (x) 二 nl 7 


Cn) fm 
由 于 jin 大 0 f "(x) 


A——0 


=f "+b (z) 天 0, 故 由 上 式 知 limg 存在 ,并 且 


二 Te (zx) 1 
0 ft (x) n+1I" 
【1394】 估计 下 列 近 似 公式 的 绝对 误差 : 


2 于 3 
(GD es1 二 xz 十 条 十 …… 十 五， 当 0<z<l1 (2) sinzsez 一 太 ， 当 |z| 坟 斑 ; 
3 2 
(3) tanrsez 十 河 ， 当 |z| 委 0.1; (4) VITzs:1 十 玛 一 瑟 ， 当 0 委 z< 委 1 
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解 ” 用 拉 格 朗 日 余 项 公式 估计 误差 : 
f tnt1) (Gx) nt) 


Rt (z) 一 DT 
(1) 由 f(x) 二 =e’ 及 0 委 z 魏 1, 得 


(0<0<1). 


f "1D (Gx) =er <e. 


于 是 , 当 0 受 z< 妇 1 时 ， 
e nt+1 e 3 
RD1<GTDTlzl < 


(2) 由 f(x) 二 sinz ,得 


sin (Gz+ 训 x) 1. 


|7 cz)|= 


于 是 , 当 |z| 过 方 时 ， 


1 1 
IRz)|< 去 lzl’< < 到 "25 3840° 


(3) 由 A 


nH _ 2sinzx 
f(z)= cos yz f (7) cossx” 
i __4 (4) 24sinr _ 8sinx 
7 2) 一 cosx cosir’ f(z) cosix cosixr’ 
fH (4)= 16 十 120sin x f ‘©07)= 32sinz | 240sinz | 720sim zx 
COS2 并 cos6 工 ， COS3 工 COS5 工 cos7 工 “ 


因为 f(z) 是 偶 函 数 ,又 当 0 志 z+ 志 0.1 时 ,f(x) 之 0, 所 以 ,f(z) 在 zf 一 土 0.1 处 达到 最 大 值 ,注意 到 
f (0)=1, f°(0)=0, f“(0)=2, f ‘2(0)=0, 


及 


2 
cos:0. 1 一 1 一 sinz0.1>>0.9， | f(z)| <i5+ TR 20. 


于 是 ， 
[Rs (x) |<} X20<2X10- 5 . 


(4) 由 jz) 一 V1I 十 zz 及 0 魏 z 委 1, 得 


3 1 3 
多 一 -一 < 妇 一 
1 7 (1| es 8 
于 是 , 当 0 委 z 委 1 时， 
3 1 _ 工 
| Ra Cn) | 入 于 16 


【1395】 近似 公式 cosz 一 1 一 分 对 于 怎样 的 精确 到 0.0001. 


解 误差 4< 芋 上 按 题 设 需 Lz <0. 0001, 于 是 , |x | 过 0. 22134( 强 ) 二 12°41.. 
【1396】 利用 泰勒 公式 近似 地 计算 并 估计 误差 : 


(1) V30; (2) W250; (3) W4000; 
(4) Ve; (5) sin18"; (6) lnl. 2; 
(7) arctan0. 8; (8) arcsin0. 45; (9) (1. 1)12. 


解 (1) Y30 一 3(1+ 当 ) ~3 1 主语 一 ( 守 ) |s 070 
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“ 1.2.5 
A<3.3 3 3 。 (于 ) ~2.54Xx10- 
171 
1 二 (二 一 1 
C2) ya a (+a) ~ + .有 (3) om 
A<3 .车 ， 。 。 3 。 (35) ~3.45x10-* 
(3) 4000 一 2(1-i 叶 ) ”~2(1 一 二“ 8)~1. 9960; 
4<() ~25. 625 X10- 
128 
了 JE 了 + 二 (于 )+ 二 (去 ) + 十 (去 六 + 二 (二 ) + 二 (二 ) =1.64872; 
^ -二 (3 ) + 二 (3 ) +…< 二 (去 ) .一 1.7x10-*. 


1 1 
lg 


(5) (着 ) + 着 ) ~ 309017， 


(6) lnl.2 一 In(1 十 0. 2) wz0.2 一 到 (0. 22? 十 可 (0.2)3 一 于 (0.2)4 十 于 (0.25 一 言 (0.2)* 十 才 (0.2)? 
0. 182322; 


4 一 言 (0.2)8se3.2X10-7， 


(7) arctan0. 820. 8 一 地 (0 8)3 十 二 5 (0. 8)5 ; 《0. 8) 十 … 区 (0.8)9 0， 67474( 强 )A38"39 35”， 


4< 十 (0 8)ax<2.6X10-4. 


1。3。5。7 .9，。]1 


个 -~ ~ ~ ~ ~ -~ 13 
(8) arcsin0. 4520. 45 十 了 (0. 45)3 + 元 全 了 3 (0. 45)5 十 … “十 了 460618010912 1350. 45) 
人 0. 46676( 强 ) 二 26"44’37”; 
1.3.5.7.9.11.13 io) 1 .3.15 1 
ATF 4168. 10.12. 14.15(045) 十 ?746 17(0.45) 十 
1 15 2 15 1 一 一 7 
去 天 (0.45)5[1 十 (0.45) 十 … .< 了 5(0. 45)® » 00 45 ~5. 26X107, 
《9) 事实 上 ,只 要 计算 ln1. 1. 
2 
nl.1 一 InG1 十 0.D) 一 0.1 一 人 + 十 0. 1) 0. 0953. 
取 五 项 ,所 以 (1. 1)1.2 一 e 1. 2In1. 1 zel 2X0.0953 1. 12117; 
A= 让 e000. 0953X1.2)4<-7.9X10-. 
【1397 了 计算 : 
(1) e 精 确 到 10 "; (2) sin1" 精 确 到 10-8; (3) cos9" 精 确 到 10-5; 
(4) V5 精 确 到 10 4; (5) lg11 精确 到 10-5. 
= 1 1 1 =- 1 . 1 -1 
解 (04=-CEDTTOTOT+ i(ltatit") GTT 1 tn 


n 十 1 
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要 4A<<10-" ,只 要 nln 这 10 , 即 只 要 ?之 11. 有 


1 十 1 十 37 上 十 襄 T+" -十 证 一 2. 718281828. 


2n 十 1 


《2) A< at Ga) 


加 1 区 2n+1 _8 口 
要 A<10*, 只 要 3 二 TT (80)】 <10“, 即 只 要 nw 之 3. 于 是 ， 


3 
;1]ov 工 -了 工 ( 一 
sinl"~ 8 31 (I$ ) 一 0.01745241. 


) <10-, 即 只 要 wn 之 3. 于是， 


要 A<=10- ,只 要 CT 人 


cos9"<z1 一 玄 (天 TT 前 98769. 


1 
1 2. (2n—D!! 
(0V5=2(1 十 二) ， A< Tr (去 


_ 2C2n— DII/1 "TY _, 
要 4<10- ,只 要 25 Ti 二) <10“', 即 只 要 nw 之 4. 于 是 ， 


.5~2[ + 去 . 十 -下 协 ( 填 ) + 起 (#) |~2 2361. 


(5) lg11=1+lg(1+0. 1), 4< 二 1(0. 1)"+1. 


要 A 二 10- ,只 要 二 (0. 1)"+l<<10-5, 即 只 要 ?之 4. 于 是 ， 


~ 一 工 :十 工 :一 工 4 | .la 
ailt| oa 于 (0. 3) 十 本 (0. 1 一 二 (0.1) | ， Ts1.04139， 


利用 展开 式 工 一 V , 求 下 列 极限 : 


COSZ 一 e 2 


【1398】 lim™ 


0 
2 4 2 4 
2 一 并 十 工 . 5 | |1 zl1,.z 5 ] 
.CosT—e 了 ,. [1 贡 + 攻 +oCz') | [1 2 +21" 4 
入 7 
1 1 
(二 一 去 )z +ocz 1 


- 1 21 
一 种 可 12° 
[1399] lime sinr— Xx(1 十 zx) 


3 
x0 TX 


2 3 
EE 2 |。 一 立 _ _ 
) esinz_ zt, Lite+ 有 to ) | | > 于 oCz') | Xx(l 十 zx) 


解 ”lim 
0 3 x0 Ea 
zx ol(r) ] 
= lim 一 一. 
x0 x 3 


[1400] lim ri(VzTtIit+ Vr-i—2yr). 
1 
解 lim zf (VzTT+ VzTT 2Vz) = lim zi | zt (1+ 二 ) +zt (1 二 )” —2zt | 
十 oo 工 二 十 oo z 


;a 
[机 - 地 + ( 志 ))+ (一 直下 -+o( 坟 )-?)] 
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.2 


= 一 lim [于 +o( 二 )= 一 坏 . 


【1401】 lim ( yy 6 十 zs 一 yy Xx'—x’ ). 
1 人 1 
解 lim (YZ Ha — VY Xx’ 7 )= im z| (1+ 二 ) 一 (1 一 二 ) 


al- 


] 


一 Ji.z| (1+ 训 一 7 +o( 去 ))-— (1 让 -R22 (去 )) |=,a[ 计 +o( 坪 ) -= 广 . 


[1402 lim| (一 z+ 邱 )e 一 Vz 一 | 


解 lim| (一 一 屏 二 过) 全 一 TIT| 


=lim[ 诗 +o( 坪 ) ]- 言 


【1403】 lim 生 一 4 一 (a>0). 
-= 十 0 


ar 一 az 一 2 elim 十 e-"m 一 2 
十 0 耻 r+0 


一 = Jim 十 [G+xina 二 大 In atolz? 站 二 (1 一 zlna 十 大 in ac 十 o(zz)) 一 2 ] 
-十 0 并 
一 lim [lnza 十 o(1)] 一 lnza (a>0). 
工 一 十 站 
2 1 
(1404] lim| z—z*In(1+ 二 |. 


解 im| z—z*ln(1+ 土 ) | lim | > zz ( 袜 一 z+ 1 ?to( 去 )) |= 血 [ 言 +o( 羡 )]= 却 


oo -co 


。 1 1 
L1405] lim (=— snz). 
工 ? 1 
1 1 、 sinr—z rator Tz 一 3 二 ToCz ) 
解 lim( 一 一 一 )= 一 二 lim 一 一 一 一 一 二 lim 一 一 一 -一 一 一 0. 
rz*0\ 工 Sinz r=0 XSINT -0 I 4 ro 1+o(z’) 
T(z 一 车 十 oz ) ) 
[1406] lim 二 (二 一 cotz). 
rT\X 
mL (Li imi i (li zz 3 一 lim| 工 2) | 一 工 
解 lim 二 (二 cotz) lim [+ (= 3 大 +o(z')) | lm| 雪 +ocz?) | 3 “ 
当 xz->0 时 , 求 出 无 穷 小 量 y 的 形 如 Cx"(C 为 常数 ) 的 主 项 , 设 : 
L1407] y= tan(sinz)— sin(tanz). 
.rz jr 2r 2 
解 sinz= 二 xz 于 十 而 区 十 …， tanz 一 并 十 柯 十 -十 引 十 
3 一 Ce sin’ z+olsin’ x) ) 
— (ta 一 工 tans + 可 Tt 了 tany 十 ofCtan7 ) ) 
nz 一 引 mx an’ xz— 71 XZ 十 o(tan’ x 
-| (x 一 3 到 如 十 五 - 50z+otz) ) 十 村 (xz 一 二 3 十 一 一 oz For’) ) 
7 ”5040 3 07 ~ 5040 
2 1 
+ 下 (zx 6™ ' +767 -00 “tol )) +35(x 于 + 冀 to ) ) ] 
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一 [(z+ 志 十 车 十 务 +oCz ) 一 3 


讲 (z+ 瑟 -十 2 十 于 ToCzD 


页 (zx 二 -二 和 三 二 +olz')) +ocz) | 


十 机 和 (z+ 筷 -十 对 到 十 于 +olz')) 
一 到 +o(z)， 
了 
故 y 的 主 项 为 3 
【1408】〗 > 一 (1 十 z) 六 一 1 
解 y =e "tn 一 1 一 ex 二 +o 1]=e 22 -一 1 
3 
=1+[ 开 一 于 十 ocz) ]+o( 之 一 本 +o(P)) 一 1 也 二 oCz)， 
故 主 项 为 x?. 
工 
【1409】 了 y 一 1 一 9 一， 
解 一 1 一 end+o-1 一 1 一 时 cr 至 to 一 1 一 e- 生 To 
=1 一 [1 二 (一 于 十 oCz))+o( 一 于 +o(z)) |= 笃 +oc)， 
2 2 2 
帮主 项 为 子 . 


[1410】 当选 择 怎 样 的 系数 4 与 5 时 , 量 x 一 (a 十 bcosx)sinzr 对 于 z 为 5 阶 无 穷 小 ? 


提示 将 量 xz 一 (a 二 bcosz)sinz 一 zx 一 asinz 一 也 sin2zx 展开 到 工 :. 


解 > 一 (ae 十 pcosz)sinz 一 工 a| = 


=(1 一 a 一 Dz+( 人 二 全) :一 ( 


3 


要 此 量 对 于 z 为 5 阶 无 穷 小 , 当 且 仅 当 


-2 
120 


3 5 
务 + 丰 +oCze) | 


2 


十 歼 )zs+oCz 5). 


| 
a 20 
ta™=0. 


_4 ,__l1 
解 之 ,得 ”a= 3 6 3 
【1411】 假设 |z | 为 小 量 , 推 出 下 列 各 式 的 简单 的 近似 公式 : 
1 1 JiTz /ix 
(D Rr Ri ‘KF>0; (NI NITz’ 
(3) [1- (1+5) j; (4) mt) 
了 100 
1 1 1 rz? 1 2z1] 2x 
解 (1)Rz RI 7 + 过) ]~ 总 | 1+ 宕 | RY 
/ix ) _ 2x 去 2 国人 
2)A/ Iz -VE =(1+ 二 5S) (1 i) ~[1+ace; | [1 
四 , 
30—z) 3 
一 — A 
(3) 全 1 Q+i) |]~4 RE (1 区) = 路 ， 
ln2 ln2 ln2 100ln2 70 
(4) 工 x 人 rr 工 全 去 
In(1+166) 100 20000 100 


2x 


3(] 十 xz) 


一 名 | 2x 一 吝 (2z)? 二 (2x)* 二 oz) |] 


] 
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【1412】〗 假设 z 的 绝对 值 为 小 量 ,推出 形 如 z 一 csinz 十 Btanz 且 精 确 到 zs 项 的 近似 公式 . 
应 用 此 公式 近似 地 求 小 角度 的 弧 长 ， 
提示 仿 1410 题 的 解法 . 


3 x x 2.5 5 
解 x 一 [= 一 条 十 条 十 oCze) | +pLz 十 要 十 5 十 o(z )] 


一 (e+Pz 一 (号 一 生 )z+( 和 十 办 ) 天 十 o(zs)， 


6 3 120 
所 以 
3 2 5 5 一 
(Ga 一 pPDz+( 且 一 入) 忆 一 (高 + 着 ) 阅 +oCz)=0. 
1 一 a 一 8 一 0， 2 1 
要 此 近似 公式 精确 到 x mnt 8 解 之 ,得 "一 了 ,8 一 本 . 
6 3 
于 是 ,近似 公式 为 zsinr 十 享 tanz; 


弧 长 二 中 心 角 X 半 径 , 设 中 心 角 为 z, 半 径 为 RR, 则 弧 长 一 Rz 心 侣 sinz 十 了 tanz, 此 即 小 角度 的 缴 长 的 近似 
公式 . 

【1413】 估计 下 面 的 切 比 因 夫 法 则 的 相对 误差 : 圆 弧 长 近似 地 等 于 
以 此 弧 的 弦 为 底 , 以 其 拱 高 的 / 和 为 高 的 等 腰 三 角形 两 厢 的 和 

解 如 图 2.51 所 示 


2 
BC= Rsina, BC’ =R’sin’a $a cos2a) ， 


pc=,/ 4 EC—a/ 4 R(1— cosa), 


DC: 一 后 R’ (1—2cosat cos:a)=R’ (2— 于 cosa 十 过 cos2a ). 


于 是 ， 
一 2 5_8 1 
BD’ = BC’ + DC:=R’ (去 3 cosa 二 6 cos2a ) 
p13 8 工 。 1 4 1 5 1 2 2 4 4 7 
R* ( 池 3 (1 2 十 区“ 720° )+ 志 (1 2a 十 本 < 着 o ) } 十 oa7) 


=R’ (e560) +ole ) 一 Re 1 一 而 o+otas) | 一 Ree[l 一 A]， 


其 中 4= 页 ci: 十 ofas ). 


1 
180 


BD= Ra VITA-Re| 1 FA+o(A’) |=Ra| 1 «+a) |, 


从 而 得 


| BE—BD| 
因此 ,所 求 的 相对 误差 为 


4 5 
| 5 4 6 
Ra Ra| 1 5+oca )] | BR+oCe'). 


~ LA 一 、 a 6 
AB— (AD+DB) | _|2BE-2BD| |BE-BD| 185R+o ) ws os) 
AB 2 BE | BE| aR 180 “< 


可 见 a 愈 小 ,相对 误差 就 愈 小 ,就 愈 精确 . 


8$11. 函数 的 极 值 . 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 

1" 极 值 存在 的 必要 条 件 ”车 函数 在 点 zo 的 双 侧 邻 域 中 有 定义 ,并 且 对 于 某 区 域 0< | z 一 z | <6 内 

的 一 切 点 x ,下 列 不 等 式 分 别 成 立 : 
f(z) 达 f(zo) 或 f(z)>>f(zo)， 

则 称 函数 f(z) 在 点 ze 有 极 值 ( 极 大 值 或 极 小 值 ). 在 有 极 值 的 点 导数 f(xo) 一 0 (车 它 存 在 ). 

2” 极 值 存在 的 充分 条 件 

第 一 法 则 : 若 

(1) 函 数 f(x) 在 点 z 的 某 邻 域 | zx 一 z | 过 6 内 有 定义 并 且 是 连续 的 , 且 在 点 zo ,导数 F (xzo) 一 0 或 不 
存在 (临界 点 ); 

(2) f(z) 在 区 域 0< |x 一 zo | 二 8 内 有 有 限 的 导数 f(x); 

(3) 导 数 f'(zx) 在 zo 的 左 侧 与 右 侧 有 固定 的 符号 , 则 函数 f(x) 的 性 质 可 用 下 表 表 示 出 来 ; 


第 二 法 则 : 若 函 数 f(x) 有 二 阶 导 数 f”(zx) ,并且 在 点 zx。 下列 条 件 成 立 : 
f(xzo)=0 与 (ro) 天 0， 

则 函数 fz) 在 此 点 有 极 值 ,并 且 当 /“(xo)<'' 时 有 极 大 值 , 当 放 (zo) 之 0 时 有 极 小 值 . 

第 三 法 则 : 设 函 数 f(x) 在 某 区 间 |x- .，! < 内 有 导数 f(z),…,f “了 (zx), 在 点 z 有 导数 
和 (xzo), 并 且 

Jp(ro) 一 0 (人 一)， Am(zo) 天 0. 

这 时 :(1) 若 n 为 偶数 , 则 函数 f(z) 在 点 zx 有 极 值 .并 且 当 f "(zo)<<0 时 有 极 大 值 ; 当 f "(zo) 汪 0 时 有 
极 小 值 ;(2) 若 为 奇数 , 则 函数 f(z) 在 点 zo 无 极 值 . 

3” 绝 对 极 值 ”在 闭 区 间 [a,5] 上 ,连续 函数 f(z) 或 者 在 其 临界 点 (就 是 导数 f(x) 等 于 零 或 不 存在 的 
点 ) 达 到 最 大 (最 小 ) 值 ,或 者 在 所 给 闭 区 间 的 端点 a。 和 8 达到 最 大 (最 小 ) 值 . 


研究 下 列 阴 数 的 极 值 : 
【1414】〗 > 一 2 十 z 一 工 . 


解 Y=1 一 2x, 令 y=0 得 z= 去 .由 于 少 一 一 2<0, 所 以 , 当 zx 一 二 时 ,函数 y 取 极 大 值 
> 一 2 十 言 一 于 一 2 于 

[14153 > 一 (z 一 1)3. 

解 ”由 于 y 二 3(z 一 1)’ 汪 0( 除 z=1 外 ), 即 函数 始终 上 升 , 故 函数 y 无 极 值 . 

【1416】 > 一 (z 一 1)1. 

解 y 一 4(z 一 1 , 令 y 一 0 得 z=1. 当 z<1 时 y<0, 当 z>1 时 y>0, 所 以 ,函数 y 当 z 一 1 时 取 极 
小 值 > 一 0. 

【1417】 y= 二 zx"(1 一 x)” (m 及 nn 为 正 整数 ) 

解 题 思 路 要 区 分 下 列 四 种 情况 ， 


(1) 在 z= 二 0 处 , 若 m 为 偶数 . 
(3) 在 7 一 万 二 7 处 ， 不 论 m.n 是 奇数 还 是 偶数 . 
(4) 在 x 二 1 处 , 若 n 为 偶数 或 若 n 为 奇数 . 


nm 


解 y= 二 x”" (1 一 xz)”![m 一 (m 十 n)xj, 由 yy 二 0 得 x 二 0, zx 二 1， 7Z 一 万 二 7 


(1) 若 m 为 偶数 , 则 当 0<r< 一 时 ， y 之 0,; 当 zx 过 0 时 , y 过 0, 所 以 ,函数 y 在 x 一 0 处 有 极 小 值 


y=0. 
(2) 车 m 为 奇数 , 则 y 在 zx 一 0 邻近 不 变 号 , 故 无 极 值 . 


(3) 不 论 mn 是 奇数 还 是 偶数 时 ,由 于 当 0<z< 二 二 7 时 ，y ‘>0, 当 - 守 <x<1 时 , y'<0， 


m™n 


所 以 ,函数 人 
(4) 同 理 , 容 易 得 知 :车 为 偶数 时 , 则 当 xz 二 1 时 有 极 小 值 y=0. 若 ? 为 奇数 , 则 当 x 一 1 时 函数 y 无 极 


【1418】〗 y=cosz+tchz. 
解 y= 二 一 sinx 十 shzx, 令 y= 二 0 得 x 二 0. 由 于 
y=—cosrichryy (0)=0,y =sinz+ shr,y (0)=0,y? =cosrtchr, y'" (0)=2>0, 

所 以 , 当 z==0 时 有 极 小 值 y=2. 

[1419】 y= (zx++1)"e™. 

解 y= 二 e "(x 十 1)?*(9 一 x), 令 y= 二 0, 得 x 二 一 1 或 x 二 9. 由 于 

当 z<< 一 1 时 ，y 天 0, 当 一 1<z<9 时 ，y>>0, 当 z>9 时 ，y<0， 
所 以 , 当 xz 一 一 1 时 有 极 小 值 y 一 0; 当 z= 一 9 时 有 极 大 值 > 一 10"e "1234000. 


2 天 
【1420】 > 一 (1 十 z 十 若 十 … 十 于 )e (Cn 为 正 整 数 ). 
。 了 2 。 


提示 同 1417 题 , 要 讨论 元 的 奇偶 性 . 

解 y 一 一 站 "x", 令 y 二 0 得 z=0., 

(1) 车 为 偶数 ,由 于 y 二 0( 除 z=0 外 ), 故 当 x=0 时 函数 y 无极 值 . 

(2) 若 为 奇数 , 则 当 zx<0 时 , yY>0, 当 z>0 时 ，y<0, 所 以 , 当 z=0 时 有 极 大 值 y=1. 

【14213】 y= |z|. 

提示 注意 函数 y 二 |x | 在 x 一 0 处 不 可 导 , 因 此 ,无 法 使 用 导数 来 求 极 值 . 但 可 以 直接 从 极 值 的 定义 
出 发 , 求 得 在 x 二 0 处 函数 有 鹤 小 值 y 一 0. 

解 当 工 一 0 时 ,得 y 一 0, 又 在 Z 一 0 的 邻 域内 对 于 任意 > 天 0, 恒 有 了 一 |z| 盖 0, 所 以 , 当 一 0 时 函数 
有 极 小 值 y=0. 注意 ,y | ,不 存在 . 

【1422】〗 y=zxt (1—x)3. 


. 1—3x 1 
解 y 一 , 令 y 了 一 0 得 zx= 二 .因为 
3 wz 一 二 3 


当 rz<0 时，yY>0, 当 0<z< 村 时 ， y>0, 当 于 <xz<1 时 ，y<0, 当 xz>1 时 ，y 盖 0， 


所 以 , 当 一 0 时 无 极 值 ; 当 z 一 村 时 有 极 大 值 y 一 言 季 ~0.529; 当 z 一 1 时 有 极 小 值 > 一 0 


〖1423】〗 设 (Xz) 二 (Xx 一 Xo)"p(x) (nn 为 正 整 数 )， 
其 中 函数 g(x) 当 x= 二 zxo 时 连续 , 且 p(xo) 关 0. 研究 此 函数 在 点 xz 二 zxo 的 极 值 . 
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解 题 思路 ”由 于 glx) 在 x 二 xo 处 连续 且 p(zo) 天 0, 故 在 点 zo 的 充分 小 领域 (ro 一 9，zo 十 9) 内 gpl) 与 
g(xo) 同 号 , 且 (xzo) 一 0. 因 此 ,jz) 的 符号 与 元 的 奇偶 性 及 Jp(zo) 的 符号 有 关 , 为 此 ,可 直接 从 极 值 的 定义 
出 发 ,对 于 为 奇数 或 偶数 及 VB(zo) 的 正 负 , 分 别 求 极 值 . 

解 ”由 于 yw(z) 在 点 z 一 zo 连续 且 p(zo) 天 0, 所 以 ,p(z) 在 点 z 的 充分 小 邻 域 (ro 一 6， Zo 十 6) 内 与 
glxo) 同 号 .于 是 ,f(zx) 的 符号 与 n 的 奇偶 性 及 g(xo) 的 符号 有 关 . 

(1) 车 为 奇数 , 则 当 工 经 过 xo 时 ,函数 f(z) 的 值 变 号 ,所 以 ,在 z 一 zo 时 没有 极 值 . 

(2) 车 为 偶数 , 则 (x 一 x0)" 之 0 (z 天 xzo). 因 而 当 g(xzo)>>0 时 , 则 

f(z)>f(z0)=0 0<|zx—z |<0), 
所 以 , 当 z 一 zo 时 有 极 小 值 f(xo) 二 0. 
当 gp(zo)<0 时 , 则 
fl Af xr)=0 (0<|zr—z |<), 
所 以 , 当 zx 二 xo 时 有 极 大 值 f(xo) 二 0. 


> _P(lz) 了 一 己 (zx) 一 
【1424】 设 f(7) = oer)’ f(z) Gz) 及 zo 为 函数 f(z) 的 临界 点 , 即 Pi (xo)= 二 0, Q(xzo) 关 0. 


证 明 ;sgnf “(zo)==sgnP’ (zxo). 


提示 “容易 求 得 f(x) 一 付 ( 加 》, 且 注意 Qz(r)>0, 故 有 sgnf (zo) 一 sgnP' (zo). 
0 
证 因为 
f(z)= P’ (Ez) —2Q(7)Q (rx) Pi (x) 
Q(x) ” 
于 是 ， 
ms ~、_Pilzo) 
f(ro) CQ (xo) 


由 于 (ze) 之 0, 所 以 有 sgnf” (zo)=sgnP’ (zo). 
【1425】 可 和 否 断 定 ; 若 函数 f(z) 在 点 x。 有 极 大 值 , 则 在 此 点 某 充 分 小 邻 域内 ,函数 f(x) 在 点 z 的 左 
侧 递增 ,而 在 其 右 侧 递减 ? 
提示 不 能 断定 .例如 ,函数 
2 .1 
ren (2 十 sin 区 )， XxX 关 0， 


2， 二 0. 
在 点 一 0 有 极 大 值 f(0) 一 2, 但 在 该 点 的 充分 小 邻 域内 F(z) 为 振荡 的 . 即时 递增 时 递减 
解 不 能 断定 . 例如 ,函数 
soon 工 
rr (2 十 sin =), zx#0, 
2， Z 一 0， 
则 /(z) 一 F(0) 一 一 屏 (2+sin 工 )<0 (zr€ -8,0), zr@#0). 
所 以 ,在 点 z 一 0 有 极 大 值 0) 一 2. 易 知 
f° (Deos LT—2zr(2+sin TL) (xz#0). 
故 在 xz 一 0 的 任意 小 邻 域内 /“(x) 都 时 正 时 负 , 故 在 x==0 的 左 侧 或 右 侧 的 任意 小 邻近 f(z) 都 是 振荡 的 ( 即 
时 递增 时 递减 ). 


立 ， Z 天 0， 


0， 一 0 


【1426】 证 明 :函数 ro 在 点 zx 一 0 有 极 小 值 ,尽管 (0) 一 0 (一 1,2，…)， 
作出 此 函数 的 图 像 . 
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证 ”在 1225 题 中 已 证 中 (0)==0 (2 一 1,2,…). 由 于 
4 一 6z2z _ 


工 
ei, 


(xz) 一 全 e- 二 ， f(z) 二 
CD 一 冯 


xs 
又 当 工 经 过 点 x 二 0 f(x) 从 负 变 到 正 , 故 (0) 二 0 为 极 小 值 . 
令 f”(x) 一 0 解 得 拐点 


又 由 f(x)= 二 ff( 一 z)， limf(z)=1 可 知 ,f(x) 为 偶 函 数 ,y 二 1 为 渐 近 线 


《图 2. 52). 
【1427】 研究 下 列 函 数 的 极 值 并 作出 其 图 像 ， 


e-THT (VE+sin £ ), 六 天 0， 

(1) f(x)= 工 
0， 一 0; 
e- TT (V2+cos L) ， Z 关 0， 

(2) f(x)= 工 
0， 一 0. 


解 ”由 于 


sin 工 |<vE， 
I 


图 2.52 


cos 二 V3 及 e TT 之 0, 所 以 ,对 于 (1) 和 (2) 均 有 f(z) 之 f(0) (z 天 0)， 


故 当 x=0 时 这 两 个 函数 均 有 极 小 值 f(0) 二 0. 对 于 zx 关 0,(1) 和 (2) 均 存在 f (zx), 但 易 知 f' (xz) 二 0 无 解 ， 


因而 无 其 他 极 值 . 
它们 的 图 像 分 别 如 图 2. 53 及 图 2. 54 所 示 . 


【1428】 研究 函数 


|z| (2+cos + ), Z 天 0， 
f(z)= z 
0， 并 一 0 


在 点 z 一 0 处 的 极 值 , 并 作出 此 函数 的 图 像 . 


解 ” 由 于 当 x 关 0 时, 恒 有 f(x) 之 f(0), 故 当 z=0 时 函数 有 极 小 值 f(0) = 二 0, 其 图 像 如 图 2. 55 所 示 ， 
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它 对 称 于 Oy 轴 , 又 当 zx 了 0 时 , f(z) 一 0. 


求 下 列 函 数 的 极 值 : 


【1429】 > 一 写 一 6z2 十 9z 一 4. 
解 y= 二 3x: 一 12x 十 9, 令 y 二 0 得 x 二 1 或 3. 
因为 y==6x 一 12, y(1) 一 一 6<0, y (3)==6>>0， 
所 以 , 当 xz 一 1 时 有 极 大 值 y= 二 1 一 6 十 9 一 4 二 0; 当 x+==3 时 有 极 小 值 y= 二 3; 一 6X 3 十 9X3 一 4 二 一 4. 
【1430〗 y=2x:—zx. 
解 y= 二 47x 一 4x’, 令 y= 二 0 得 x 二 土 1 或 0. 
因为 Y=4 一 12x?,y (一 1) 一 一 8<0,y (0)==4>0,y(1)= 一 8 过 0， 
所 以 , 当 z= 一 1 时 有 极 大 值 y=1; 当 zx==0 时 有 极 小 值 y= 二 0; 当 zx 二 1 时 有 极 大 值 y=1. 
【1431〗 > 一 z(Cz 一 1)2(z 一 2)3. 


解 y= 二 (x 一 1)(x 一 2)?(6x? 一 10zx 十 2). 令 y= 二 0 得 z=1,2 或 > 一 ~ ys 


因为 当 zx? 5 3 时, 人 
ne ALES 2 时 ,y 之 0, 当 zx>2 时 ,y’ >0， 
所 以 ， 
当 x 一 5 一 党 3 0.23 时 有 极 小 值 yw 一 0.76; 当 xz= 1 时 有 极 大 值 y 一 0i 
当 z= 5 VS 1.43 时 有 极 小 值 yx 一 0.05; 当 x 二 2 时 无 极 值 . 
一 十 工 
【1432 了 2 一 zx 十 元， 
解 一 1 一 十 , 令 y 一 0 得 z= 土 1. 


因为 当 z< 一 1 时 ,y>0, 当 一 1<z<0 时 ,y<0, 当 0<z<1 时 ,y<0, 当 z>1 时 ,yy>>0， 
所 以 , 当 zz 二 一 1 时 有 极 大 值 > 一 一 2; 当 z 一 1 时 有 极 小 值 y 一 2. 
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_ 2>z 
【1433]】 y= TF: 
/2(1 
解 y = 全 二 3, 令 交 一 0 得 xz 一 士 1. 


因为 当 x 过 一 1 时 ,y < 之 0; 当 一 1< 之 x 之 1 时 ,y 之 0, 当 7 之 1 时 ,yy <<0， 
所 以 , 当 x= 一 1 时 有 极 小 值 y= 一 1; 当 x 二 1 时 有 极 大 值 y=1 


2 一 3x 十 2 
【1434】 yi 


7/ 5x—7 7 
解 了 (十 1)3， 令 y 0 得 z= 5 


因为 当 一 1<z<< 卫 时 ,y <0, 当 z> 志 时 ,yy >>0, 所 以 , 当 z 一 万 时 有 极 小 什 y 一 一 去 


F1435] y= Vv2z 一 二 ， 


解 y 一 1—x 
V2r—zx 


因为 当 0<z<1l 时,y>0, 当 1<z<2 时 ,y 过 0, 所 以 , 当 x=1 时 有 极 大 值 y=1. 
其 次 ,由 于 函数 > 的 值 不 为 负数 , 故 当 x=0 及 z=2 时 ,有 边界 的 极 小 值 y=0. 
【1436】 y=x Vz 二 1 


47 一 3 


, 令 y = 二 0 得 z=1. 


因为 当 z< 卫 时 ,y<<0, 当 xz> 卫 时 ,y>>0, 所 以 , 当 z 一 二 时 有 极 小 值 一 一 襄 汉 心 一 0.47. 
此 外 ,对 于 y 一 的 点 也 可 能 有 极 值 ,但 在 此 题 中 , 当 工 经 过 1 时 ,导数 不 变 号 , 故 当 zx 一 1 时 无 极 值 . 
【1437】〗 > 一 ze 

解 y= 二 e "(1 一 xz), 令 y = 二 0 得 x=1. 

因为 当 rz< 1 时 ,y>0, 当 xz>1 时 ,y<0, 所 以 , 当 z=1 时 有 极 大 值 y==e-! 守 0. 368. 

【1438】 y 一 Vz lnz. 


解 yy 一 一 一 (nz 十 2), 令 yy 二 0 得 z=e-?. 


2Vz 
因为 当 0<z<e-? 时 ,yy<0, 当 >e 2 时,y>0， 
所 以 , 当 z=e-axz0.135 时 有 极 小 值 ?一 一 全 一 0 736. 
又 因 当 0<z<1 时 ,y<0, 而 y= 二 limyzlnz 一 0, 所 以 , 当 Z 一 十 0 时 有 边界 的 极 大 值 > 一 0. 


2 
【1439】 y= 


— 2 
解 y 一 2Pz 5 , 今 y= 二 0 得 x 二 1 或 e. 
因为 当 0<<z<1 时 ,y 过 0, 当 1 过 x<e 时 ,y 盖 0, 当 电 <z<< 十 ce 时 ,> 一 0， 


所 以 , 当 z=1 时 有 极 小 值 y* 一 0; 当 xz 一 ezxs7.389 时 有 极 大 值 3 一 和 0. 541. 


【1440】〗 > 一 cosz 十 了 cos2z, 


解 y 一 一 sinz(1 十 2cosz), 令 多 一 0 得 z 一 人 或 士 秋 十 2kx(k 一 0, 士 1, 士 2 ) 
因为 交 一 一 cosz 一 2cos2z， 光 二 (一 1D 2<0, 2 一 


所 以 , 当 rz 一 Ar 时 有 极 大 值 y= (一 1)* + 方 ; 当 z 一 土 红 3 十 2kx 时 有 极 小 值 > 一 一 了 了. 
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10 
【1441】 > 一 条 


sin: x" 
解 当 xz=kx (=0, 土 1,…) 时 ,sinx 二 0, 所 以 ,此 时 有 极 大 值 ?> 一 10; 
当 z (4 十 )x (一 0, 士 1,…) 时 ,| sinz| = 二 1, 所 以 ,此 时 有 极 小 值 > 一 5. 


[1442】 y=arctanx— 于 In(1 十 字 ). 


解 y 一 行 友 , 令 y = 二 0 得 z= 二 1. 因为 当 x<1 时 ,y 之 0, 当 xz>1 时 ,y <0; 


所 以 , 当 z 一 1 时 有 极 大 值 ?一 至 一 到 In20. 439， 


〖【1443】〗 > 一 esinz. 


解 yy 二 er(sinzx 十 cosz), 令 yy 二 0 得 xz 于 十 2px 或 5 十 2 (一 0, 土 1,…)， 


人 >0，y 


= 一 于 +2kw 


因为 y= 二 2e*cosr, yy 


» 


zx 一 焉 十 2kr 


所 以 , 当 xz 一 一 二 十 2kx 时 有 极 小 值 ?一 -erm ; 当 z 一 下 十 2kx 时 有 极 大 什 ye 


[1444〗 > 和 | zle 111. 
解 ” 当 rz<0 时 ，y 一 一 zer- yy 一 一 (z 十 1l)er 11. 令 y 一 0 得 x 一 一 1. 
因为 当 z<< 一 1 时 ,y>>0, 当 一 1<z<0 时 ,y<0, 所 以 , 当 z= 一 1 时 有 极 大 值 y=e 有 ~0. 135. 
又 当 0 二 zx 过 1 时 ,有 
y 一 zer !, y—(r+l)e’!>0, 
所 以 , 当 z=0 时 有 极 小 值 > 一 0. 
而 当 z>1 时 ,有 
y=xe! *, yy 一 (1 一 z)el <<0. 
所 以 , 当 z=1 时 有 极 大 值 y=1. 


求 下 列 函 数 在 所 给 闭 区 间 上 的 最 大 值 和 最 小 值 : 


【1445】 f(z) 一 2, 在 闭 区 间 [ 一 1,5J 上 . 
解 ” 由 于 f(x) 一 27ln2>0, 故 f(x) 二 27 在 [一 1,5] 上 递增 . 于 是 , 它 的 最 小 值 和 最 大 值 分 别 为 
m 一 2 一 二 及 M 一 2 一 32. 

【1446】 f(x) 一 x 一 4x 十 6, 在 闭 区 间 [ 一 3,10j 上 . 

解 f(x) 二 2x 一 4，f (x) 二 2, 令 f'(x)==0 得 x=2. 

由 于 f/f”(2) 二 2 之 0, 所 以 , 当 x=2 时 有 极 小 值 f(2) 二 2. 因为 这 是 唯一 的 极 小 值 ,因此 也 就 是 最 小 值 ， 
即 区 ==2., 

又 由 于 f“ (x) 之 0, 曲 线 呈 四 状 ,所 以 在 端点 取得 最 大 值 ,从 而 ,M 一 max{ f( 一 3),f(10) } 一 66. 

【1447】 f(x)== |x? 一 3x 十 2| 在 闭 区 间 [ 一 10,10J 上 . 

解 ” 由 于 f(z) 之 0, 故 对 于 在 区 间 [ 一 10,10] 上 能 使 f(x)= 二 0 的 点 取得 最 小 值 . 由 x 一 3x 十 2 二 0 得 
z 一 1,2. 即 当 xz 一 1,2 时 ,函数 取得 最 小 值 m= 二 0. 


其 次 , f(x) 二 (2x 一 3)sgn(zx? 一 2z 十 3), 当 1<z< 半 时 ， / (x)>0, 当 六 <z<2 时 ,f(x)<0， 
、 3 1 3 
所 以 , 当 z= 襄 时 有 极 大 值 y= 子 ,于 是 ,Mmax{ 7( 了 ) ,F( 一 10),7(G10) } 一 132. 


【1448] f(z) 一 x 十 二 在 闭 区 间 [0.01,100] 上 . 
提示 利用 1432 题 的 结果 . 
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解 ” 利用 1432 题 结果 知 f(x) 当 x 二 1 时 有 极 小 值 F1) 王 2. 

由 于 在 此 闭 区 间 [0.01,100] 上 f(1) 为 唯一 的 极 小 值 ,因此 也 就 是 最 小 值 , 即 mm 二 2. 
其 次 ,最 大 值 M=max{f(0.01), 了 (100) } 二 100. 01, 

[1449】 f(z)== V5 一 47 在 闭 区 间 [ 一 1,1] 上 . 


2 
A 
因此 ,函数 f(z) 在 [一 1,1] 上 递减 ,所 以 ,最 小 值 和 最 大 值 分 别 为 m= f(1)==1, M 二 f( 一 1)=3. 


求 下 列 函 数 在 所 给 区 间 上 的 下 确 界 (inf) 与 上 确 界 (sup) : 


【1450】 A(z) 一 ze oz ,在 区 间 (0, 十 cc) 内 . 
解 当 xE (0, 十 9) 时 ,了 及 7) 之 0, 而 limf(z) 二 0. 于 是 ,inf{ jz) } 一 0， 
其 次 , 求 极 值 判断 得 知 , 当 z 王 100 时 ,函数 f(x) 取 极 大 值 ,并 且 是 唯一 的 极 值 , 即 为 最 大 值 . 于是， 


解 f'(zx) 二 一 


sup { f(z) } = /(100) 一 222~36. 8. 


2 nn 
【1451] f(x) 一 (1+z 十 下 十 … 十 于 )e 在 区 间 (0, 十 co) 内 . 


解 题 思路 ”利用 1420 题 的 结果 可 知 ,在 (0, 十 cc) 内 f(x) 递减, 并 注意 f(0) 一 1 及 lim jz) 一 0， 
解 由 1420 题 知 ,f (zx) 过 0, 即 FCz) 在 区 间 (0, 十 ce) 内 递减 , 且 lim f(z)=0,7(0)=1. 于 是 ， 
inf{ f(x)}=0, sup{f(x)}=1., 
【1452】 f(x) 一 十 夺 ,在 区 间 (0, 十 oo) 内 . 
5 
解 f(z)>0 且 lim f(x) 一 0. 于 是 ,inf{ f(x)) 一 0. 
容易 验证 , 当 z= VV2 一 1 时 函数 f(x) 有 极 大 值 ,并 且 只 有 一 个 极 值 ,因而 就 是 最 大 值 . 于是， 
sup{f(z) =/f( VE—1)= 广 (QHD 1.2. 


[1453] f(x)=e-* cosx’ 在 区 间 ( 一 ce ,十 ce) 内 ， 
解 ” 可 以 求 得 ,函数 的 最 小 值 和 最 大 值 分 别 为 


m=f(+ 让) 一 一 宇 e ~ 0.067， M=f(0)=1. 


于 是 ， 


一 好 


inf { f(x) } = 2 


2 一 0.067， sup{f(x)}=1. 


【1454】 求 函 数 /6 各 一 引 帮 在 区 间 z<e< 十 cc 内 的 下 确 界 与 上 确 界 , 作 出 下 列 函 数 的 图 像 ， 


m(x)= inf _f(, M(z)= Sup_ fC. 
解 ” 由 于 f( 一 3),f(1) 分 别 是 函数 AC 的 极 小 值 和 极 大 值 ,又 lim /C8) 一 0, 于 是 ， 


当 一 ox 志 一 3 时 ,m(z) 二 (一 3) 二 二 ， 当 一 3 之 x 志 一 1 时 ,m(zx) 一 2 起 ， 
6 3 十 工 


当 一 1<z<< 十 co 时 ,mm(z)=0 当 一 co<x<l 时 ,M(z) 一 f(D 一方 ， 


1l+z 
3 十 xz?” 


函数 m(z) 及 M(z) 的 图 像 分 别 如 图 2. 56 及 图 2. 57 所 示 . 


当 1<z< 十 ce 时 ,MGCz) 一 
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图 2. 56 图 2. 57 
【1455】 求 以 下 各 数列 的 最 大 项 


2 一 1 yr Cr 一 1,2， 
(GD n=, (2) 下 00 ("712 (3) Yr n=1,2,0). 


0 
解 题 思路 (1) 经 判断 知 , 当 zx 一 可 时 ,函数 A(z) 一 2 有 唯一 的 极 大 值 . (2) 经 判断 知 , 当 x 一 10000 


时 ,函数 Faz) 一 二 60 有 唯一 的 极 大 值 . (3) 经 判断 知 , 当 二 e 时 ,函数 f(x) 二 x 了 (xr 之 0) 有 唯一 的 极 大 


值 . 
解 (1) 经 判断 知 , 当 z 二 3 时,f(z) 一 大 有 极 大 值 ,并 且 是 唯一 的 极 值 . 从 而 ,最 大 项 


1 CN 一 D N® CN 十 Da 
) max ( DON-i 9 2 ?9 2N+1 )， 


1.77X10’. 


13° 1419 1512 141° 
( 213 * 21 » 215 )= 2 


(2) 经 判断 知 , 当 =: 10000 时 f(z) 一 一 V2; 有 极 大 值 ,并 且 是 唯一 的 极 值 . 于 是 ,最 大 项 为 


max(— Ve = 7(100000) 一 5 


00)™ 
n 二 10000 0 


(3) 经 判断 知 , 当 x 二 e 时 , f(z) 二 x (xz>>0) 有 极 大 值 ,并 且 是 唯一 的 极 值 . 于 是 ,最 大 项 为 
max(Vn ) 一 max(V3 ， V2) =Y3~~1. 44. 

【1456】 证 明 下 列 不 等 式 : 

(1) 当 |z| 科 2 时， le 


(2) 车 0 过 zx 和 1 及 p>1, 则 


天 Lt) el 


(3) 当 m>>0, n>0 及 0<rSa 时 ,zr (a 一 7) 二 人 人 ant 
《7 十 72)m 


(4) < Vr ia ria (rr>0, a>0, n>1); 


(5) | asinz 十 pcosz | 委 Va’tB. 
证 (1) 设 F(z) 一 3z 一 妇 , 经 判断 知 , 在 |zj| 委 2 上 ,其 最 小 值 和 最 大 值 分 别 为 mm= f( 一 1) 一 一 2， 
M= (1) 一 2. 而 边界 函数 值 为 F 一 2) 一 2，F(2) 一 一 2. 于 是 , | 3z 一 妃 | 委 2. 


(2) 设 f(z)==z? 十 (1 一 2) ,经 判断 知 ,f( 去 ) 一 型- 为 <x<<1 上 的 唯一 的 极 小 值 ,而 边界 值 /CO) = 
f(1)=1, ,所 以 ,5 T< xz 十 (1 一 z)2<1. 


(3) 设 F(z) 一 ze 一 z)", 经 判断 知 ,2 ) 为 0<<z<a 上 的 唯一 的 极 大 值 ,所 以 ， 
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"(a nD"< a) ( 2 ) 


nyl 
(4) 设 f(z) 一 全 如 ,经 判断 知 ,f(a) 一 二 为 满足 z>0 的 唯一 的 极 小 值 ,而 边界 值 (十 0) 一 


由 于 z+a>0, 于 是 ,在 < YE Ta rta. 


， 所 以 , 恒 有 


(5) asinz 十 bcosz 一 Va 十 bsin(Xx 十 9) ,其 中 cosp 一 


a . b 
V 环 直下 "9 aT 
|asinzx+bcoszt | Va r+. 
【1457】 求 多 项 式 P(xz) 二 x(x 一 1)* (zx 十 2) 在 闲 区 间 [ 一 2,1J] 上 “与 零 的 偏差 ”, 就 是 求 
Ep= sup | PCz) |. 
一 2 魏 z 委 1 


解 PCz) 一 2(z 一 1)(2z2 十 2x 一 1). 
了 了 一 士 站 
令 P (z) 一 0 得 x 一 1 或 一 闫 如 ,所 以 ， 


P(=) 


Er =max{ |P( 一 21 ,1P(D | ， 3 


(= | 264 85. 


【1458】 应 当选 择 怎样 的 系数 g, 使 多 项 式 P(x) 二 zx’ 十 gq 在 闭 区 间 [ 一 1,1] 上 与 零 的 偏差 最 小 , 即 
Es= sup |P(zx)|=min? 
-lrel 
解 P(r)= 二 2x, 令 P'(x) 二 0 得 x==0, 所 以 ， 
Ep=max{ | P(0)|,|P(D)|,|P(—1D)|}=max{|g|,|1+g|}. 


当 |9| 一 11+g| 时 ,Es 最 小 . 解 之 ,得 q 一 一 到 


【1459】 数 4 一 sup | f(z) 一 g(x) | 称 为 函数 f(z) 及 g(x) 在 闭 区 间 [a, 妃 上 的 绝对 偏差 . 
求 函 数 f(x) 二 zx? 与 g(x) 二 xz? 在 闭 区 间 [0,1] 上 的 绝对 偏差 . 


解 ”由 于 f(z) 一 gx) 一 x 一 让 f(z) 一 g (x) 一 2x 一 3x? ,从 而 令 f(x) 一 g'(x) 二 0, 得 zx 一 0 或 子 . 


又 因 /"(z) 一 g(xz)=2 一 6z,1”( 子 )-g'( 持 )-=2 一 4 一 一 2<0， 


所 以 , 当 z= 卫 时 f(x) 一 g(x) 取 极 大 值 ;又 由 于 当 0<x<1 时 ,f(z) 一 g(x) 之 0, 所 以 ,绝对 偏差 
2 2 4 
4 f( 二 ) g( 守 )= 畜 : 
【1460】 在 闭 区 间 [xi ,x，] 上 用 线性 函数 g(z) 一 (zi 十 zs)z 十 近似 地 代替 函数 f(x) 一 xz? ,使 函数 


f(x) 与 g(x) 的 绝对 偏差 (参阅 上 题 ) 最 小 ,并 求 此 最 小 的 绝对 偏差 . 
解 ” 由 于 


fiz)— g(rz)=7r— [Crtr) rt6], (zz) 一 gz) 一 2z 一 (zl 十 za)， 


Xi 十 xz 


从 而 令 (zx) 一 g (x) 二 0, 得 + 又 因 
f(r)—g (x)=2>0, 


故 当 xz 一 于 本 空 时 ,AKCz) 一 g(z) 取 极 小 值 . 于 是 ， 
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A 一 max{ /(23F)-a(23e) ,| f(z) —gCr) | ,| f(r) — gr) |) 
2 
一 max{ b+ (Ee | ,| 6 十 zixza | } 
要 4 为 最 小 , 需 
2 
+e | 一 | 8 十 zi za | . 
解 之 ,得 
6 一 一 言 (于 十 难 十 6x1z2). 
此 时 


g(Cz) 一 (zl 十 Ta )z 一 言 (z 十 Zz 十 6x1x2)， 


而 最 小 的 绝对 偏差 A 一 诗 (x1 一 zz)* 


【1461】 求 函数 f(z) 二 max{2|xz|,|1 十 zxz| } 的 极 小 值 . 
解 题 思路 ” 先 作 函数 y 一 2|xz| 及 y 一 11 十 xz | 的 图 像 ,并 求 得 交点 ,由 此 即 知 


2z， 1 寺 X 过 十 o0， 
fe dltz, 于 <z<1, 
-2z， ”一 c<x< 一 寺 . 


3 
解 > 一 2|z| 及 y 一 |1 十 z| 的 图像 如 图 2. 58 所 示 ,它们 的 


交点 是 A( 一 言 ,后 ) 及 BC1,2). 从 而 ， 


27z， 1 入 z< 十 co， 
pe dltz, 一 地 <z<1， 2 8 
一 27， 一 co<z< 一 可 


于 是 ,函数 f(x) 的 极 小 值 为 /( 一 计 )= 子 . 


确定 下 列 各 方程 实 根 的 数目 ,并 划分 出 这 些 根 所 在 的 区 间 : 


【1462〗 zx:—6x:+9x—10=0. 

提示 利用 函数 的 单调 性 . 

解 设 FGz) 一 刀 一 6z: 十 9z 一 10, 则 FFCz) 为 在 (一 co ,十 co) 内 的 连续 函数 , 且 有 

和 (xz) 一 3z2 一 12z 十 9. 

令 f(x) 二 0, 得 临界 点 * (也 即 驻 点 )x 二 1 或 3. 

当 xE( 一 o0,1) 时 ,由 于 

lim f(z)=—%, f'(r)>0, f(1)=~—6<0, 

故 在 区 闻 ( 一 ce ,1) 内 方程 无 实 根 . 

当 xzE€ (1,3) 时 ,由 于 


f(x)<0, f(3)=—10<0, 


* 了 "(zx) 一 0 的 临界 点 也 称 为 驻 点 . 
《题解 》 作 者 注 
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故 在 (1,3) 内 也 无 实 根 . 
当 xE€(3, 十 oo0), 由 于 
f(x)>0, f(3)=—10<0, lim f(z)=+%, 
故 在 (3, 十 oo) 内 方程 有 且 仅 有 一 实 根 . 
[1463】 zx! 一 3x: 一 9z 十 二 0. 
解 题 思路 ” 邻 f(z) 二 x 一 3zx? 一 97x 十 hh, 注意 到 在 临界 点 二 一 1 及 3 处 ,有 f( 一 1) 二 5 十 h,f(3) 二 
一 27 二 hh 及 lim f(z) 二 一 %， lim f(x) 三 十 oo. 分 别 就 hh 过 一 5, 一 5 之 h 之 27 及 有 之 27 加 以 讨论 . 
解 设 f(z)==z 一 3z? 一 97z 十 h, 则 了 ‘(x)= 二 3x? 一 6x 一 9. 令 太 (z) 一 0, 得 临界 点 zx 一 一 1 或 3. 
由 于 
f(—D=5+th, f(3)=—27th, lim f(x)=—%, lim f(z)=+o0, 
故 当 有 过 一 5 时 ,f( 一 1)< 过 0,f(3)<0, 且 
f(r)>0, xzrE( 一 co 一 1)， f(r)<0, rE(—1,3), f'(r)>0,7rE(3,+o), 
因此 ,有 且 仅 有 一 实 根 位 于 (3, 十 ce) 内 ， 
当 一 5<h<27 时 ,f( 一 1) 之 0,f(3) 过 0, 导 数 f(z) 的 符号 变化 同上 ,于 是 ,有 三 个 实 根 ,分 别 位 于 
(一 co ,一 1),( 一 1,3) 及 (3, 十 ceo) 内 ， 
当 A>27 时 ,3)>0, 帮 一 1) 盖 0, 因 此 ,有 且 仅 有 一 实 根 位 于 (一 cp ,一 1) 内 . 
【1464】 3z: 一 4z 一 6z2 十 12z 一 20 一 0. 
解 设 f(zx)==3x' 一 47’ 一 6x? 十 12x 一 20, 则 了 (x) 二 12z 一 12x? 一 12x 十 12. 令 f(x) 二 0, 得 临界 点 
z 一 土 1. 由 于 
lim f(D)=+%, limf(2)=+%, f(D=—31<0, AD 一 一 15<0， 
并 且 
(rz)<0，zE( 一 co 一 1)， f(r)>0, rE(—1,+%m), 
故 有 两 实 根 ,分 别 位 于 (一 co, 一 1) 和 (1, 十 oo) 内 . 
{1465Y x’—5zx=a. 
解 题 思路 ” 仿 1463 题 的 解法 . 
解 设 f(x) 二 x 一 5x 一 a; 则 (zx) 二 5x' 一 5. 令 了 ‘(Zz) 二 0, 得 临界 点 z= 二 土 1. 由 于 
lim f(z)=—%, lim f(z)=+%, 
太 (z)>0，xzE( 一 co 一 D)，zE(1, 十 co)， 
三 (z)<0，xzE( 一 1,1)， 
f(—1)=4—a, 1) 一 一 4 一 a， 
故 当 a<=< 一 4 时 ,f( 一 1) 之 0,f(1)>>0. 因 此 ,有 和 且 仅 有 一 实 根 ,位 于 (一 ,一 1) 内 ; 
当 一 4<a<4 时 ,一 ID)>>0，FG1D)<0, 此 时 有 三 个 实 根 , 分 别 位 于 (一 ce ,一 D), (一 1,1) 和 (1, 十 ceo) 内; 
当 a>4 时 ,F 一 1D)<0,FG)<0. 因 此 ,有 且 仅 有 一 实 根 位 于 (1, 十 cc) 内 . 
【1466】〗 lnx=&x. 
解 题 思路 当 &=-0 时 ,显然 方程 仅 有 一 根 x 一 1. 故 不 妨 设 性 0. 令 F(z) 一 Inz 一 Az, 求 得 临界 点 z 一 证 
1 
e 
解 ” 当 k==0 时 ,方程 显然 仅 有 一 个 根 x 二 1. 因此 ,不 妨 设 k 关 0. 令 f(z) 二 lnr 一 kr《x 之 0), 则 


ms ll 
f (zx)= k. 


后 ,分 别 就 一 co 二 过 0,0 过 kh 二 小 及 > 二 加 以 讨论 . 


令 /CD 一 0, 得 临界 点 z 一 去 .由 于 7"(z) 一 一 志 <0, 故 曲线 的 图 像 始 终 呈 凸 状 . 


当 zE (0, 二 ) 时 ,7(z)>0; 当 zE (二 ,十 吕 ) 时 ,f(z)<0. 又 因 
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f( 圭 )=In 寺 一 1 
故 当 &> 二 时 ,7( 寺 ) 天 0, 此 时 方程 无 根 . 
当 0<k< 工 时 , 太 (十 )>0, 因 此 ,方程 有 两 个 实 根 ,分 别 位 于 (0, 二 ) 和 ( 雪 , 十 co ) 内 ， 
当 一 ceo<A<0 时 ， 由 于 lim AZ) 二 一， f(1)=—k>0,f" (Dh0, 地 此 时 方程 有 且 仅 有 一 
实 根 位 于 (0,1) 内 . 


【1467】 ee’=ar: (a>0). 
解 ” 对 于 函数 /(z) 一 e 一 ax?, 有 f(0) 二 1 之 0; 又 因 lim f(z) 二 一 , 故 总 存在 充分 大 的 正 数 z ,使 


一 ro)<0. 由 函数 f(z) 的 连续 性 得 知 在 (一 x。,0) 中 ， 从 而 在 (一 c， 0) 中 至 少 有 f(x) 二 0 的 一 个 实 根 . 而 
当 xE( 一 co0,0) 时 ,f(x)==e' 一 2azr 之 0, 即 函数 递增 . 因此 , f(x) 二 0, 当 xE( 一 oo0,0) 时 只 有 唯一 的 根 . 


对 于 x 之 0 的 情况 ,为 求 方程 一 ax? 的 根 , 只 要 求 方程 zx= 王 lna 十 2lnz(a>>0,zr>0) 的 根 . 设 
工 一 2 
于 


g(z) 一 zx 一 Ina 一 2Inz， 则 有 &(z) 一 1 一 全 一 
令 g (zx) 二 0 得 z=2. 
当 0 之 7 之 2 时, g (Xx) 过 0; 当 x>2 时 , g(xz) 之 0, 所 以 ,5(2) 一 In 对 为 极 小 值 
又 因 lim g(7)=+o, lim gz) 一 十 co, 因 此， 


当 &(2) 之 0, 即 0<a< 填 “时 ， &(Cz) 一 0 无 根 . 


当 &(2) 一 0, 即 一 全 时 ，g(z) 一 0 有 唯一 的 根 . 


当 g(2)<0, 即 > 于 时 ， g(7) 二 0 有 二 个 根 ,它们 分 别 位 于 (0,2) 和 (2, 十 oo) 内 . 

综 上 所 述 , 方 程 e*= 二 uz? 根 的 情况 如 下 : 

当 0<a<< 生 时 有 唯一 的 根 ,位 于 (一 oo,0) 内 ; 当 a 一 对 时 ,有 两 个 根 ,一 根 为 2, 一 根 位 于 (一 =,0) 内 ， 
当红 <a<< 十 co 时 有 三 个 根 ,分 别 位 于 (一 co,0),(0,2) 和 (2, 十 co) 内 . 

【1468】 当 0 委 z 委 xr 时 ,sins zcosz 一 w。 

解 当 a 一 0 时 ,方程 显然 有 实 根 zx 一 0, 玉 或 r. 因此 ,不 妨 设 < 天 0. 令 f(z) 一 sin?xcosz 一 4, 则 

f(x)=3sin: rcos:r— sin' 7. 

令 (zx) 一 0, 得 临界 点 x 一 下 , 笠 , 由 于 


)= 到 -a。，/( 笠 )= 3 a (oO0)= Am 一 一 


f( 下 
， zr€( 


并 且 当 zeE (0, 至 ) 等 ,x 时， / “(x)>0, 当 xE (下 ,等 ) 时 , f(z)<0. 


于 是 ， 当 |a| < 全 时 ， 方程 有 两 个 实 根 位 于 (0,x) 内 ; 当 |a| > 从 时 ， 方程 无 实 根 . 

K1469】 chz 一 Az. 

解 设 f(z) 一 chxr 一 kr, 则 了 ‘(xz)==shr 一 k. 令 大 (z) 一 0， 得 唯一 临界 点 ze , 它 适 合 &= shzo. 

由 于 广 (z) 一 chxz>0, 故 曲线 图 像 呈 四 状 , 且 在 x 一 zx。 达 最 小 值 . 显然 lim /xz) 一 十 co ,因此 ,我 们 只 
要 考虑 f(xo) 的 符号 . 而 


f(xo)=chzro— kro 一 chzo 一 -roshzo， 
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先 设 &A>0, 于 是 zo 之 0. 引进 辅助 函数 
g(x)=chr—zrshz, 
方程 g(x) 二 0, 即 cothr 二 x 的 (唯一 ) 正 根 &21.2". 由 于 
g (z) 一 shz 一 shz 一 zchz 一 一 zchz， 
因此 假如 zx>0, 则 gz)<0, 故 g(Cz) 在 [0, 十 cc) 上 递减 . 
若 &>>she, 即 shxro> 之 sh6, 由 于 shz 是 递增 的 , 故 必 zo 之 &, 从 而 有 
f(xro)=chzro— xoshzro ché— éshé=0. 
因此 ,方程 f(x) 二 0 恰 有 两 个 实 根 . 由 于 
6) 一 ch 一 RE<che 一 6he 一 0， f(0)=1, 
故 两 根 分 别 位 于 (0,6) 及 (6 十 ce) 内 . 
若 4 一 sh6, 则 shzo 二 shé, 从 而 ,zo 二 & 因此 ,f(xo) 二 0, 此 时 方程 f(x) 二 0 恰 有 一 实 根 x。. 
车 0 过 过 shé, 则 shzo<she, 从 而 zxzo<& 因此 ， 
(xzo ) 一 chxzro 一 zoshzo 盖 che 一 上 he 一 0， 


故 方程 f(x) = 二 0 无 实 根 . 

若 二 0, 显 然 方程 f(r) 二 0 无 根 . 

若 &>>0, 则 可 令 x 二 一 t. 于 是 ,得 cht== 一 kt (一 k>0), 

通过 按 上 述 的 方法 讨论 该 方程 的 根 , 易 知 当 sh# 过 一 k 时 , 原 方程 有 两 实 根 ,分 别 位 于 (一 &,0) 及 (一 oo， 
一 全 内 ,其 中 满足 cothe=e(1.2). 而 当 一 she<kt<0 时 ,方程 无 实 根 . 

综 上 所 述 ,车 |k| 二 shé~z1.50, 方 程 有 两 实 根 zi 及 xz ,满足 0 二 |x | 一 6 8 过 |zxz| 二 十 ww; 车 |k| = 
shé, 方 程 只 有 一 个 实 根 (二 shé 时, 根 为 8,k 二 一 shé 时 , 根 为 一 6) ;车 || 二 sh&, 则 方程 无 实 根 . 

< ) 方程 根 的 近似 解法 见 本 章 § 15. 

〖1470】 在 什么 条 件 下 方程 x 十 pr 十 g 一 0 有 :(1) 一 个 实 根 ; (2) 三 个 实 根 . 

在 平面 (p,q) 上 画 出 相应 的 区 域 . 

解 设 f(x)= 开 十 px 十 g; 则 f(z) 二 3 十 p. 车 p 守 0, 则 了 f(x) 汪 0(xr 关 0), 故 xz) 在 (一 co, 十 ce) 
上 是 递增 的 ,并 且 显然 lim f(z) 一 一 0， lim f(z) 二 十 %o, 故 f(z) 二 0 有 唯一 实 根 . 


若 p<0, 令 / (zx) 二 0 解 得 xz 一/ 过 ,zs A/ 名 .在 ( coyz] 和 [zi, 十 cc) 上 f(x) 递 增 ,在 


[zz ,XT1] 上 f(z) 递减 . 
因此 , 若 大 (zi ) zz) 盖 0, 则 方程 f(x)=0 仅 有 一 个 实 根 . 若 
(rz)>0,Cz)<0, 则 方程 f(x)==0 怡 有 三 个 实 根 . 


由 于 fr) 名/ 一 二 十 户 A/ 辫 十 9， 
Jra) 一 号 /一 和 一 pA/ 一 喜 二 9， 


故 f(xz1)f(zxz) 之 0 相当 于 


此 即 方程 仅 有 一 实 根 的 条 件 (前 面 如 之 0 的 情形 可 合并 到 此 条 件 中 去 ). 
而 f(x1)<0 及 f(xz) 之 0 相当 于 
十 


此 即 方程 有 三 实 根 的 条 件 . 
2 3 
如 图 2. 59 所 示 ,曲线 等 十 徊 =0 的 左右 上 方 是 方程 仅 有 一 实 根 的 (p,q) 域 ,以 阴影 表 之 ;而 曲线 的 下 方 
则 是 方程 有 三 实 根 的 (p,q) 域 ,以 不 具 阴影 表 之 . 
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$ 12. 依据 函数 的 特征 点 作 函 数 图 像 


为 了 作出 函数 y= F(z) 的 图 像 ,必须 ;(1) 确 定 此 函数 的 存在 域 ; 并 研究 函数 在 其 存在 域 边界 点 的 性 质 ; 
(2) 查 明 图 像 的 对 称 性 和 周期 性 ;(3) 求 出 函数 的 不 连续 点 及 连续 的 区 间 ;(4) 确 定 函 数 的 零点 及 同 号 区 间 ， 
(5) 求 出 极 值 点 并 查 明 函 数 上 升 和 下 降 的 区 间 ;(6) 确 定 拐 点 及 函数 图 像 凹凸 的 区 间 ;(7) 若 有 渐 近 线 存在 则 
求 出 渐 近 线 ;(8) 指 出 函数 图 像 的 各 种 特性 . 


作出 下 列 函 数 的 图 像 : 


【1471】〗 > 一 3z 一 3. 
解 y 一 3 一 3z*:, 令 y= 二 0 得 x 二 一 1 或 1.y 王 一 67， 令 二 0 得 x 二 0. 


列表 ,» 


当 xz 一 一 1 时 ，y 2;z 一 0， 士 V3 时 ，y 一 0;z 一 1 时 ，y 一 2. 
图 像 对 称 于 原点 ,如 图 2. 60 所 示 . 

[1472] > 一 1 十 屏 一 瑟 ， 

解 ” 以 一 z 替代 x,y 值 不 变 , 故 图 像 对 称 于 Oy 轴 . 
零点 处 : zx 一 土 V1 二 V3 士 1.65. 


y 二 2x 一 2x?, 令 y==0 得 x==0, 或 士 1]. yy 二 2 一 6x?, 今 一 0 得 x 一 土 


al- 


当 > 一 0 时 ,> 一 15z 


1 时， 一 23， 3 
V3 18 2 图 2.61 
【1473】〗 y 王 (Cz 十 1)(z 一 2)2. 

解 y= 二 3x(x 一 2), 令 y= 二 0 得 x=0 或 2;y = 二 6x 一 6, 令 =0 得 x=1. 

列表 
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当 z=0 时 ,y 一 4:z 一 1 时 ,y 一 25z 一 2, 一 1 时 ,y 一 0.〈 图 2. 62) 


[uy 
4 y 
2 
(1, 2) 
0 EE 
-1 0 2 x 
图 2. 62 图 2. 63 
2—zx’ 
【1474】 一] 二 去. 
解 题 思路 ”图 像 关于 Oy 轴 对 称 .零点 处 :z 一 士 V2. 
当 z 一 0 时 有 极 大 值 y 二 2; 当 z 一 土 V2 十 V5 >: 士 2.06 时 有 极 小 值 y=1 一 过 ~ 一 0. 12. 
扬 点 处 :Xx 二 土 2. 67 或 士 0.77. 渐 近 线 :y 一 0. 
解 显 见 图 像 对 称 于 Oy 轴 . | y 
2z(z 一 422 一 1) 


零点 处 :zx 一 士 V2.y 一 (tz) 9 


令 y 一 0 得 x 一 0 或 十 V2 十 V5 之 士 2.06. 


,2(3 刀 一 20z 一 12z 十 12 妇 十 1) 
> (1 十 za)5 


令 Y=0 得 z= 土 2.67 或 士 0.77. 经 判别 知 ,它们 为 拐点 ， 


又 因 交 | ,= 一 2<0, 故 有 极 大 值 y=2; 
六 | 二 二 >0, 故 有 极 小 值 y 一 1- 师 一 一 0.12 


渐 近 线 为 y 一 0. 事实 上 , 它 的 斜率 和 截 距 分 别 为 


_ |， 2—x? _ 
* lim 之 一 imzd 二 2 0， 
它 在 > 轴 上 的 截 距 为 
b= lim[y— kz]= lim 1 = 0. 
如 图 2. 63 所 示 . 
_ Zzx:—1 
[1475] y— szT6 
解 ” 零点 处 :x 二 一 1 及 x 二 1. 渐 近 线 :x 二 2,z 二 3 和 y 一 1. 
/_ 一 5x 十 ]4x 一 5 
> 《于 一 5 十 6)2 
2(5 妇 一 2122 十 15z 十 17) 图 2. 64 
> (z2 一 5z 十 675 
一 0 得 rz<z0. 42,zs2. 38， 0 得 z 关 一 0. 586. 经 判别 知 ,y xs 一 0. 20 为 极 小 值 ， 


Ta0.42 


y S 一 19. 80 为 极 大 值 ;x 守 一 0.586,y 过 一 0.07 为 拐点 . 由 于 


x22, 38 


ZX—2 zx—3’ 
故 可 用 图 像 相 加 法 作出 函数 的 图 像 ( 图 2. 64). 
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加 5 
【1476】 yr 


解 ” 零 点 处 :zx 二 0. 不 连续 点 :zx 二 一 1 及 x 二 1. 渐 近 线 :y 二 0, x 二 一 1 和 zx 二 1. 


7 2z? 十 zx 十 1 ”2(3z3 十 3z2 十 5z 十 1) 
> 一 (十 DT 一 2 > (1 二 xz)501 一 站) 


y =0 无 实 根 ,无 极 值 点 . 令 多 = 0 得 zs 一 0.22, 经 判别 知 , 它 为 拐点 ,此 时 ys 一 0. 20. 
当 x 过 一 1 时,y 之 0; 曲 线 上 升 ; 当 一 1 过 x 之 1 时 ,y 之 0, 有 曲线 上 升 ; 当 zx>>1 时 ,y <0, 曲 线 下 降 . 
(图 2. 65) 


全 


bY 
Ww 


“NN 


图 2.65 图 2. 66 


一 x 
047 YT ta 


解 零点 处 :xz 一 0. 不 连续 点 :z 一 一 1. 斜 渐 近 线 :? 一 z 一 3, 事 实 上 ,一 lim 过 一 1,， 6 一 lim(y kz) 3. 


I 


” 2 
垂直 渐 近 线 :z 1 y 二 三 (Cz 十 4) A “一 0, 得 zx 一 0, 或 x ay 1l2z 


(Ctr) YY (tr) 
当 z< 一 1 时 ,< 之 0, 图 像 呈 凸 状 ; 当 zx 沁 一 1 时,y>0, 图 像 呈 止 状 ; 
又 | ,<0, 故 当 z 一 一 4 时 有 极 大 值 y 一 一 9 站 ;由 于 经 过 zx 一 0 从 负 变 到 正 , 故 当 z 一 0 时 取得 


极 小 值 y= 二 0. (图 2. 66) 
rl4781 y= (2). 


解 零点 处 :x 二 一 1. 垂直 渐 近 线 :一 1; 


又 上 二 lim 过 一 0， 6 一 lim(y 一 Az) 一 1, 故 还 有 水 平 渐 近 线 为 ?> 一 1 


工 -一 oo 


/8(1 十 工 ) ’ 4 
y 一 5， 令 Y 一 0 得 xz 一 一 1 


1 16(z 十 1)2(z 十 4) 
> (CI 一 站) 


, 令 =0 得 xz 二 一 1 或 一 4. 


了 


当 z 4 时 ,y z 1 时 ,> 一 05z 一 0 时 ,> 一 1. 
(图 2.67) 
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x (x—1) 
(x 二 1)? 


解 ” 零 点 处 :zx 一 0 及 x=1. 
垂直 渐 近 线 :z= 一 一 1; 斜 渐 近 线 :y 一 < 一 3. 


事实 上 ,lim 过 一 1， 0 一 lim(y 一 Az) 一 一 3. 


【1479】 > 一 一 二 


/zz 十 3 六 一 2) 众 7 nn 一 3 土 v17 
Ci , 令 7 一 0 得 z 一 0 或 一 


LA 10z 一 2 加 Z| 1 
y 一 CTDT 令 汪 0 得 z= 语 ， 

列表 

类 
zx V1?+3 一 1 0 1 V17—3 


当 zr 3. 56 时 ,有 极 大 值 y 到 + M2 8. 82; 


当 z 一 0 时 ,有 极 小 值 > 一 0; 
AL YY 一 30.56 时 ,有 极 小 值 y= 二 34 半 一 142。。 0. 06， 


32 
a 二 一 过 (图 2. 68) 
5 > 45 “0 
图 2. 68 
上 工 
[1480】 > 一 0 一 二 7 


解 题 思 路 零点 处 :z 一 0. 渐 近 线 :z 一 一 1,z 一 1 及 y 一 0. 图 像 关 于 原点 对 称 . 无极 值 ,拐点 处 ;zx 二 0. 
解 零点 处 :z=0. 不 连续 点 :z= 二 一 1 及 x 二 1. 渐 近 线 :x 二 一 1,z 二 1 及 y 一 0. 
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以 一 x 替代 +,y 的 绝对 值 不 变 , 符 号 改变 , 故 图 像 关 于 原点 对 称 . 及 
2 
y= , 令 yy 二 0, 无 实 根 ， 
一 令 多 一 0, 得 zx 一 0. 
=-1 =-j 
经 判别 知 ;无极 值 ,x==0 为 拐点 (图 2. 69). ” ” 
列表 O x 
图 2.69 


【1481】 


解 ”零点 处 :rz 一 一 1. 不 连续 点 :xz= 一 1. 垂 直 渐 近 线 :z 一 1; 斜 渐 近 线 :> 一 rz 十 5. 事实 上 ， 


& 一 lim 之 一 1， 
x 


Pr 


1 (x 十 1)? (x 一 5) 


b= lim(y~—kr)=5. 


Zoo 


1 或 5. 


> Ci ' 令 y0 得 x 一 
24Crtl) A 
一 i , 令 y 一 0 得 x= 一 1. 


了 


点 


当 z= 一 1 时 ,y 一 0; 当 zx=5 时 ,一 13 (图 2.70). 
_X' 二 8 
【1482】 y= 三 二. 


解 ”垂直 渐 近 线 :z 一 一 1; 

和 斜 渐 近 线 :y 一 +. 事实 上 ， 
k=lim7 
/T+4r 247 
M Ce 十 1D) 
ww 一 6x5 十 96z+ 十 12z2 一 487 
(二 十 1 ’ 


1， 656=lim(y—kzr)=0. 


Ee 


图 2.70 


令 y= 二 0, 得 x 二 0,2 及 zz 一 2.4. 


,>0, 故 当 zx=2 时 有 极 小 值 > 一 2 二 


pp 


人 


了 


<0; 故 当 rs 一 2.4 时 有 极 大 值 y*“ 一 3. 2 


一 


经 判别 知 : 当 xz 一 0,，0.752，16. 006 时 有 拐点 . 渐 近 线 y 一 z 与 曲线 
交 于 点 (8,8). 如 图 2.71 所 示 . 


图 2.71 
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1 10 1 
[1483】 y J Iz Ix 


解 ” 图 像 关 于 Oy 轴 对 称 . Fr 
+0. 79. 


零点 处 :z 一 士 


x=—l x=] 


了 4(8 志 一 10 寻 十 5) 了 J 
， 0 无 实 根 ， 点 . 
y = 全 3 ，y 一 0 无 实 根 ,无 极 值 ; 


» 


A247 A427 +457 15) 人 + /I 
了 一 , 令 YY 一 0, 得 z= 土 \/ 玉宇 士 0.71， 


经 判别 知 , 此 为 拐点 ,相应 纵 坐标 > 一 一 2 二 


渐 近 线 :z 一 0,， x 1, x 一 1 和 y 一 0. 
当 zx>0 时 ,y 之 0, 曲 线 上 升 . 

当 0<z<0.71 时 ,y<0, 图 像 呈 凸 状 . 
当 0.71<xz< 1 时 ,yy 之 0, 图 像 呈 四 状 . 1 
当 1<z< 十 co 时 ,yY<0, 图 像 呈 凸 状 . 
图 像 如 图 2. 72 所 示 . 

[1484] y=(+—3)Vz. 0 ” 3 四 
解 ” 存 在 域 :0 所 x 过 十 co. 霉 点 处 :x 二 0 和 一 3. 


y 一 3 一 DD, 人 y=0 得 z=1; 


图 2.72 


2Vz 
3(z 十 1) 
一 (0<<z< 玫 十 ce)， 图 2.73 
所 以 ,图 像 始终 是 目的 . 


由 于 尖 |,_ ,>0, 故 当 x 一 1 时 有 极 小 值 y= 一 2; 当 x==0 时 ,由 limy 二 一“ 知 ,曲线 在 x 一 0 点 与 y 轴 
相 切 , 易 见 它 有 边界 极 大 值 y 一 0. 
图 像 如 图 2.73 所 示 . 
【1485】〗 y= 土 V8ri—xi. 
解 ” 存 在 域 :8 一 xz: 之 0, 即 |x| 志 2V2 2. 83. 
零点 处 :zx 一 0 和 z= 土 2V2. y 
图 像 关于 坐标 原点 及 坐标 轴 对 称 . 
下 面 就 第 一 象限 讨论 之 ， 
/2(4 一 三 ) ’ 
加 人， _ 
”22 12) , 令 y=0 得 zx 一 2V3 或 x 二 0. 
(8—x )z 
然而 点 + 二 2V3 不 在 存在 域内 ,对 于 x 二 0 来 说 ,如 果 将 曲线 由 第 三 象 
限 穿 向 第 一 象限 看 成 一 分 支 曲 线 的 话 , 则 也 可 理解 为 拐点 . 同样 由 第 四 象 
限 到 第 二 象限 的 那个 分 支 也 有 同样 情况 , 故 曲 线 呈 双 纽 状 . 
当 0<z<2 时 ,y>0, 当 2<z<2V2 时 ,yy 一 0, 故 当 z= 一 2 时 ,有 极 大 值 > 一 4. 当 z 一 2V2 及 zx=0 时 , 显 
然 有 极 小 值 > 一 0. 
前 者 是 边界 的 极 小 值 ,而 且 曲 线 在 zx 一 2V2 处 以 xz 一 2V2 为 垂直 切线 .图 像 如 图 2.74 所 示 . 


0 得 zx 一 2. 


"| 


图 2.74 
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[1486】 > 一 土 VCz 一 1)(Cz 一 2)(z 一 3) . 


解 ” 存 在 域 :1 委 z 委 2 及 3 委 z 所 十 co. 名 
零点 处 :x 二 1, x 二 2 和 Z 一 3. ,| 
图 像 关 于 Oz 轴 对 称 . 下 面 就 第 一 象限 讨论 之 : 
/ 3z2 一 12z 十 11 1r 


> 2 V(r—1)(x—2)(r— 3) ， OO 
ee 
0 1 2 3 x 


令 y=0, 得 z+ 一 5 人 ~1.42, 经 判别 知 ,此 时 有 极 大 值 


] a 
1y|= 字 VI2~0. 62. -| 
令 y=0 解 得 x 之 3.468, 经 判别 知 , 它 是 拐点 . 图 2.75 


当 x>3 时 ,y 之 0, 函 数 递 增 ,其 图 像 是 上 升 的 . 

当 zx 一 1,2 和 3 时 有 边界 的 极 小 值 y=0 且 y 一 cc. 
(图 2.75) 

【1487】 y= Vr xxi+l1. 

解 ” 零 点 处 :x 1 和 X=1. 又 当 xz=0 时 ,y=1. 


渐 近 线 ,y 一 zx 一 于 .事实 上 ， 


R 一 Jim 之 一 1， b=lim(y—kz) 


了 


2_ 一 
7 一 3 以 二 ' 令 一 0 得 zT 一 3 
当 二 一 士 1 时 ,y=co. 
,一 8 . 1 
(zx 一 1)$ (Cz 二 1)3 


, 当 z 一 士 ] 时 ,y 一 co. 
2.76 


当 x 一 一 计时 ,有 极 大 值 y~1.06; 当 z==1 时 ,有 极 小 值 y=0. 
图 像 如 图 2. 76 所 示 . 


[1488〗 y= Vr — Yrtl. 人 
解 图 像 关 于 Oy 轴 对 称 . 
/2 ,rt DI zt 
> 3 村 (xz2 十 1) 生 -十 
当 工 经 过 X= 二 0 时 ,y 由 负 变 正 , 故 当 xz 一 0 时 有 极 小 值 OO 
y=—1, 且 y = ,of 一 十 ce, 又 当 Z<<0 时 ， 一 1 


y<0, 当 z>0 时 ,y>0. 同 时 ,yy 一 0 和 y=0 均 无 实 根 , 故 知 


图 像 是 凸 的 , 且 以 y=0 为 渐 近 线 (图 2.77). 图 2.77 
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【1489】 一 (z 十 2) 寺 一 (z 一 2) 误 . 
解 ” 以 一 + 替代 xz,y 变 成 一 y, 故 图 像 关于 坐标 原点 对 称 . 
渐 近 线 :y 一 0. 零点 处 :z 一 0. 


1 1 
/2 ,. (x 2)3 (Xz 十 2)3 , 当 z 二 十 2 时 ,yy 二 o0. 


” 3 Ctatcr—2)t 加 
Ee 
»_2., Ct) (x 2 , 邻 =0 得 x=0 
9 (r+2)3 (zr—2)3 


当 zx= 一 2 时 ,有 最 小 值 y= 一 V16; 当 x=2 时 ,有 最 大 值 y= V16. 

图 像 如 图 2. 78 所 示 . 

[1490】 y 一 (z 十 1) 寺 十 (zx 一 1) 生 . 

解 ”图 像 关 于 Oy 轴 对 称 . E 


2 1 1 


Dod ee: rt ' 2 | 
令 y=0 得 z=0; 当 一 十 I 时 ,yy =o0. BER 


y= 一 子 [ 二 十 一 0. 图 像 始 终 呈 西关 


9 [crtnD (xz 一 1) 却 
当 x 一 土 1 时 ,取得 最 小 值 > 一 V4<:1. 59. -1 0 
当 < 一 0 时 ,有 极 大 值 y=2. 图 2.79 
图 像 如 图 2. 79 所 示 . 
1491 一 一 之 一. 
【 】y Tz 


解 图 像 关 于 坐标 原点 对 称 . 零点 处 :x 二 0. 不 连续 点 :x 二 土 1. 


2 
Y= 邻 y=0, 得 x 一 十 J3. 当 x 一 土 1 时, y 一 oo 
人 3 


2_ 
-一 2 一 和 ,人 y 一 0 得 x=0 或 土 3. 


g(r:—1)3 


渐 近 线 :z 1，xz 一 1. 当 > + 时 ,一 土 郊 ~+1.38, 当 xz 十 3 时 ,十 ] 二 


图 像 如 图 2. 80 所 示 . 
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图 2. 80 


2 


_x Vr—1l 
【1492】〗 y= Dr 1 


解 ” 存 在 域 :|xz| 实 1 及 孤立 点 x 二 0. 图像 关 于 Oy 轴 对 称 , 且 
位 于 Ox 轴 的 上 方 . 渐 近 线 :? 一 士 六. 
;2x 一 3x’ 十 2x 
(272—1)* Veil 


P= 1 (6zx' 3z 二 2). 


《2z2 一 1)3(z2 一 1) 去 
当 x>1 时 ,y 之 0,y<0, 故 图 像 上 升 , 且 呈 西 状 , 又 当 x= 士 1 时 ,有 边界 的 极 小 值 y=0. (图 2. 81) 


_ (+n) 
Vr 
解 存在 域 :x 守 0. 


渐 近 线 :zx 二 0 及 y 一 x 十 子 . 


y= (2x—1) vz!l y= 二 0 得 工 1 
2xr Vr ' 令 2° 


一 一 一 一 一 >>0, 故 图 像 是 四 的 . 
47 羡 (并 十 1) 到 


当 zx 一 村 时 ,有 极 小 值 一 了 /52. 60. 
图 像 如 图 2. 82 所 示 . 


图 2. 81 


【1493】 


[1494】 > 一 1 一 z 十 


解 存在 域 ,x 之 0 及 z< 一 3. 零 点 处 :z 一 5 入 <4.30. 
斜 浙 近 线 :一 了 一 2x. 事实 上 ， 
k= lim 之 = 一 2. 
一 (zx 二 1D? ; 
b= lim L(y &Z) 一 lim ( (1+z+ | 一 lim 一 一 一 -到 
zx 十 3 zl 
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水 平 渐 近 线 :y 一 一 去 .事实 上 ， 


k= lim 之 一 0， 
rr 


zo 
3 
i i _ 并 
6 一 lim (y 一 Az) lim (1 z+A/ -5 ) 
3 
-2 (zx—1)’ 
.一 3 _ 
= lim 
Ee rz’ 十 > 一 1 2 
zit1 革 


由 于 lim 一 co , 故 垂直 渐 近 线 为 zx 一 一 3. 


y 一 一 1 二 (2z 十 9) , 令 y 一 0 得 一 一 4 
2(zx 十 3) 王 
np 27 ， 
y 之 0, 故 图 像 呈 四 状 . 图 2 83 


4(z 十 3)2 wzCZz 十 3) 
当 xz 一 一 4 时 有 极 小 值 > 一 13. 当 x 一 0 时 有 边界 极 大 值 > 一 1， 
图 像 如 图 2. 83 所 示 . 


3 5 
【1495] > 一 人 / 二. [4 


解 ”零点 处 :z 一 0. 垂直 渐 近 线 :z 一 一 1. 


六 六 十 2 人 入 Z| y 4 
一 ， 信 0 得 2. 当 z=0 时 y 一 ce. =-1 
” ri Dry  ) 一 < > * 
y 2(z2: 十 4z 十 1) 人 .1 
， 令 交 一 0 得 z= 一 2 十 V3. 
9z(z 十 1)2 VizrTFl) ~ > 一 O 本 
经 判别 知 ， 


当 z=0 时 有 极 小 值 > 一 0; 当 xz 一 一 2 时 有 极 大 值 y 一 一 并 一 1.59. 
拐点 :z 一 一 (2 一 V3)s 一 0.27, 此 时 y 人 0, 46; 
Zz 二 一 (2 十 Y3) 守 一 3.73, 此 时 ys“ 一 1.72. 图 像 如 图 2. 84 所 示 . 图 2. 84 


条 
[1496] y=A/ 瑟 二 1， 


解 图像 关于 Oy 轴 对 称 . 函数 值 始终 是 正 的 . 

渐 近 线 :y 一 士 z. 

/_ZCZ 一 1)(Z 十 1)(Cz 十 3) 人 人 日 

» 一 0 一 0 或 士 1. 
CT3ECeTD 了 全 7 0 得 z 0 或 
/一 二 开 十 20 世 十 18 一 二 36 天 一 9 ， 令 多 =0 得 zs 士 0.47 或 士 4. 58， 
(zt 二 3)¥ (zx 十 1) 
经 判别 知 ,它们 均 为 拐点 ; 

当 zs* 士 0.47 时 ,yz*1.58; 当 zz 士 4.58 时 ,yz4. 49， 

当 z=0 时 有 极 大 值 y 一 V3 “1.73; 

当 xz 一 士 ] 时 有 极 小 值 ”一 V2 1. 41. 图 2.85 
图 像 如 图 2. 85 所 示 . 

【1497】〗 > 一 sinz 十 coszz。 

提示 ”函数 的 周期 了 一 2r, 故 建议 在 闭 区 间 [0,2xr] 内 作 其 图 像 . 

解 ”函数 的 周期 ==2x. 在 一 周期 0 过 z 委 2x 内 的 图 像 讨论 如 下 
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零点 处 :2 一 x 十 arcsin 3 二 Ll. 21x 及 z 一 2r 一 arcsin 一 1， 


y 一 cosz(1 一 2sinz), 令 y 一 0 得 zz 一 站, i 


y= 一 sinx 一 2cos2x, 邻 二 0 得 4sin’*x 一 sinx 一 2 二 0， 
解 之 得 刀 
Xl 一 arcsin ! 汪 半 ， 此 时 yl1,13; 
B F 
/ C E L 
az 一 区 一 arcsin + 33 ,此 时 ysl1. 13; 4 D | 
G K/ | 
zs 一 x 十 atesin 全 3 一 ,此 时 ys0, 055; O 2n x 
AN 一 H 
24 一 2 一 arcsin 一 此 时 yi0.055, 
图 2. 86 
经 判断 知 :zi sx0. 32x,xz 守 0. 68r,zss1.20r,zisx1.80r 
均 为 拐点 ; 
、 3 
当 z 一 对 时 有 极 小 值 y 一 1; 当 z 一 下 时 有 极 小 值 y= 一 1; 
1 _ 、 _. 
当 xz 一 地 和 zx 一 到 时 ,有 极 大 值 y=1 二. 如 图 2. 86 所 示 . 图 中 主要 点 的 坐标 : 
r ， 1 nt 5 1 
A(0,1D)，B( 竺 ,1 计 )， CC0.32x,1.13)，D( 于 ,1)， EC0.68x, 1.13)，F( 训 rw,'1 妆 )， 


G(1.20r,0.055)， H(Zr,—1), KG1.80r,0.055) 和 L(2x,1). 


【1498】〗 y= (7+2coszx)sinz. 
提示 由 于 图 像 关 于 坐标 原点 对 称 . 又 函数 的 周期 全 二 2x. 故 建 议 在 [一 x,x] 内 作 其 图 像 . 
解 图 像 关 于 原点 对 称 . 函数 的 周期 =2x. 在 一 周期 一 rzr 委 xz 委 r 内 的 图 像 讨 论 如 下 : 
零点 处 :z 一 0 或 士 r。 

yy 二 7cosx 十 2cos2x, 令 yy 二 0 得 2cos2z 十 7cosz 一 0， 解 之 得 


工 一 arccos 本 0. 42r， 一 一 arccos 村 一 一 0. 42x. 


二 一 7sinx 一 4sin2x, 令 y= 二 0 得 sinz(7 十 8cosz) 一 0, 解 之 得 x 二 0， 
此 时 y1 一 0; 


zz 一 十 arceos (一 于 ) 心 十 0 84x, 此 时 yz,3 污 土 2. 54， 


x4 二 土 x, 此 时 .5 一 0. 
经 判别 知 :点 ZX1»T2 9T3 和 75 均 为 拐点 ; 


当 zz 一 一 arccos 1 时 有 极 小 值 ?一 一 总 V 末 一 7. 3; 
当 x 一 arccos 村 时 有 极 大 值 = 个 V 瑟 <7. 3. 图 像 如 图 2. 87 所 示 ,图 中 
主要 点 的 坐标 : 


A(O. 42x, 7.3), BCO.84x, 2.54), C(x, 0); 
A (一 0.42r， 一 7.3)， 有 (一 0.84r， 一 2.54)， C (一 r，0)， 


【1499】 > 一 sinz 十 sin3z. 


解 图像 关于 坐标 原点 对 称 . 函数 的 周期 T 一 2r. 在 一 周期 一 x<z< 生 x 内 讨论 图 像 . 
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零点 处 :x 二 0 或 士 r. 


yy 二 cosXx 十 cos37, 令 y 一 0 得 工 1 ， 和 ， 人 "po 
y= 二 一 sinx 一 3sin3x, 令 = 二 0 得 


XI 一 0， y=0; 


4 
Xz,3 二 土 arcsin 和 /二 一 士 0. 37r， yz,3 一 士 好 Y30 一 士 0.81 


4 
X45 一 十 (x—arcsinA/ 总 )~+to. 63x, Y's 二 土 37Y 30 一 士 0.81; 


之 6.7 一 士 r， Ye.7 一 0. 
经 判别 知 :点 123y495 Xe 和 Zr 均 为 拐点 ; 


2 
极 小 值 : 当 亚 ， 下 时 ,2 一 了 5: 0.94; 当 一斑 时 ,y 一 本 


2 、 3 2 
极 大 值 : 当 x 人 时,y 于 当 x 一 二 ,二 时 ,> 一 3V2 0. 94. 
图 像 如 图 2. 88 所 示 ,图 中 主要 点 的 坐标 : 

工 nT 2 
A( 焉 ,0.94)， BO.37r,0.81)， C( 到 ,本 
点 A',B',C',D',E’,F 和 点 A,B,C,D,E,F 关 于 原点 对 称 . 


), Deo.63x.0.81), E(SE,0.94), F(x,0); 


[1500】 >y 王 cosz 一 去 cos2x. 


解 图 像 关 于 Oy 轴 对 称 . 函数 的 周期 T 一 2r. 在 一 周期 一 r 委 zx 委 r 内 讨论 图 像 . 


零点 处 :zx 一 士 arccos 和 ~ 二 0 62x. 


y 一 一 sinz 十 sin2z, 令 yy 一 0 得 z 一 0, 士 了 , 士 . 


yy 一 一 cosz 十 2cos2z, 令 交 一 0 得 


Ti 一 士 arccos 于 :~ 十 0. l8x, yizs0. 63; 
X34 三 土 arccos to. 70r， .4 一 0. 44. 


2.8 
经 判别 知 : 点 zi ,zy ,zs 和 x, 均 为 捐 点 ; 图 2.89 


当 z==0 时 有 极 小 值 > 一 去; 当 z 一 十 zx 时 有 极 小 值 > 一 一 字 ; 当 <z= 士 可 时 有 极 大 值 y 一 子 ， 
图 像 如 图 2. 89 所 示 ,图 中 主要 点 的 坐标 : 


A(0, 二)， Bl0,18x, 0.63)，C( 互 , 卫 ) Doo.62x, 0), ECO, 70x, —0.44), F(r, 一 冯 )， 


2 3 ”4 
点 B,C,D’,E’ ,FF 与 点 B,C,D,E,F 关于 Oy 轴 对 称 . 
【1sS01】〗 y= sin'x+cos'x. 


168 


握 示 “由 于 函数 的 图 像 关 于 Oy 轴 对 称 , 且 其 周期 T 一 亏 , 故 建议 在 [一 - ,全 ] 内 作 其 图像 


解 ”图像 关于 Oy 轴 对 称 . 由 于 


， 1—cos2x 1 二 cos2zx 
y= sin’ z+ cos'z=( 2 ) 十 (Hx) = 村 (3 十 cos4z)， 


故 函 数 的 周期 一 地 .在 周期 一 二 入 z 和 二 内 讨论 图 像 . 


y 二 一 sin4x. 邻 y 二 0, 得 x 二 0 或 土 i 
Ld Ld 2 3 
y 一 一 4cos4z. 令 yy 一 0, 得 zz 一 士 于 ,12 一 下 


经 判别 知 ; 点 x! 和 zs 均 为 描 点 ; 
当 z=0 时 有 极 大 值 一 1; 当 x 一 士 下 时 有 极 小 值 y 一 到 


图 像 如 图 2. 90 所 示 , 图 中 主要 点 的 坐标 。 A(0,D)， B( 互 ,于 )，C( 王 ,于 ). 


【1S02】 y= sinzxsin3x. 
解 ”图 像 关于 Oy 轴 对 称 . 
由 于 y 一 sinzsin3z 一 一 (cos2z 一 于 ) 十 让 ， 故 函数 的 周期 T=-r. 在 一 周期 一 至 过 x 过 于 内 讨论 图 像 


零点 处 :x 二 0 或 士 椰 ， 


y 二 2sin4r 一 sin27x, 令 y= 二 0 得 zx=0， 区 ,二 2 arccos 村. 


yy 一 8cos4x 一 2cos2x, 邻 = 二 0 得 


1 十 v129 


Xi.2 二 十 ; arccos 16 ~. llx, yzs0. 29; 


ZX3.4 一 士 3 arccos 一 府 全 ~ 十 0 36r， 4 一 0. 24. 


经 判别 知 : 
点 Xz1 ,XT2 ,XT3 和 x 均 为 指点; 


极 小 值 : 当 x=0 时 y=0， 当 一 土 分 时 ,y 一 一 1; 


极 大 值 ; 当 x 一 十 地 arccos I~t0. 21r 时 ,y= 16: 图 2.91 
图 像 如 图 2. 91 所 示 ,图 中 主要 点 的 坐标 : 
A(0.11r,0.29)， B(0.21x, 亢 )，C( 至 ,0)， Do.36r, 一 0.20，E( 至 ,一 1). 
SI 
sin(z 十 王 ) 
解 ”利用 sin(r 十 z) 王 一 sinz, 易 知 函数 的 周期 =x. 在 一 周期 0 之 z 妇 x 内 
讨论 图 像 . 
不 连续 点 :x 一 琴 . 零点 处 :z= 0 或. 渐 近 线 :rz 一 下 


【1503】〗 y= 


， 邢 
sin -一 
y= 一 -一 全 ->0, 无 极 值 ,函数 递增 ,其 图 像 是 上 升 的 . 
Sin2 (x+ 工 】 
4 
2sin 于 cos(-z 十 亚 ) 
y 4 4 , 令 六 =0 得 x 一 于, 对 应 的 y = 吧 . 图 2. 92 


sim (zx 十 子 ) 4 


经 判别 知 , 它 为 拐点 . 图 像 如 图 2. 92 所 示 , 图 中 主要 点 的 坐标 :A( 下 , 巡 )， BCx,0) 和 c( 至 , 风 )， 
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COSX 
COS2Z 


解 “图像 关 于 Oy 轴 对 称 . 函数 的 周期 T 一 2r. 在 一 周期 一 rsz 委 r 内 讨论 图 像 . 


零点 处 ,z 一 士 亚 . 渐 近 线 :z 一 士 下 及 z 一 土 5， 


[1504】 y= 


y= 十 2c0s x) , 令 y 一 0 得 xz 一 0 或 士 xi 


cosz27 

一 二 5 [3coszcos: 27z 十 4sin2zsinz(1 十 2coszz)], 令 光一 0 得 工 一 土 子 . 
经 判别 知 : 

当 x 二 0 时 有 极 小 值 y=1; 

当 x 二 土 x 时 有 极 大 值 y ; 点 工 一 访 均 为 拐点 ， 此 时 y 一 0. 


当 0<<z<<x 0 商 进 才 , 基 图 你 是 上 所 的 , 当 _ACv<0 时 ,> 到 0, 函 数 递减 ,其 图 像 是 下 降 的 . 
图 像 如 图 2. 93 所 示 . 


》 
1 -ee 
一 天 [#) x 
图 2. 93 


[1505Y y= 2x— tanz. 
解 ” 零 点 处 :x 一 0 及 zs 士 0.37r，… 对 称 中 心 :(&ry,2&r)(R 一 0, 士 1, 士 2,…). 


渐 近 线 :z 一 tl 


x(k==0, 士 1 ,十 2,…… 
y 二 2 一 sec*x, 令 y= 二 0 得 nn I 
经 判别 知 : 当 王子 十 kx 时 ,有 极 大 值 y= 对 一 1 十 2&x; 


当 z= 一 (到 十 tr) 时 ,有 极 小 什 


?一 一 (至 一 1 十 2kx) (一 0,1,2，)， 2| 2 2 |2 


光一 一 2seczxtanz, 令 浆 王 0 得 zz 一 Ar(kE 一 0, 士 1, 士 2,…). 
经 判别 知 ,此 为 拐点 . 


图 像 如 图 2. 94 所 示 ( 仅 描绘 从 到 到 普 < 区间 内 的 图 像 ). 图 2. 94 


[1506Y y=e:* 。 
解 ” 函 数值 始终 为 正 的 , 故 图 像 在 Oz 轴 的 上 方 .y 一 ee + ,于 是 ,图 像 关 于 直线 + 二 1 对 称 . 
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渐 近 线 :y 一 0. 
多 一 (2 一 2z)es , 令 y 二 0 得 z=1， 
经 判别 知 ,此 时 有 极 大 值 > 一 es 


砍 
8 
| 
片 
SIS 


y=2(2z—4zr+1)e” 7, 令 =0 


经 判别 知 , 它 为 拐点 ,y 一 Vesz1. 65. 
图 像 如 图 2. 95 所 示 ,图 中 各 点 的 位 置 ; 


图 2. 95 
A(0,1)， 8s(1- 冯 we)， Cl1,e), D(1+2 we). 
[1507] y=(1+zx’)e*. 
解 ” 图 像 关 于 Oy 轴 对 称 ,在 Ox 轴 的 上 方 . 
渐 近 线 :y 一 0. 
y 一 一 2x'e-, 令 y= 二 0 得 z= 二 0, 经 过 z==0 点 ,导数 y 从 正 变 负 , 所 以 , 当 z=0 时 取 极 大 值 > 一 1. 
y=2re (2r 3), 令 yy 得 z= + E+l. 22， 


3 


Lo 到 0. 56. 
图 像 如 图 2. 96 所 示 ,图 中 主要 点 的 坐标 :4A(0,1)，B(1. 22,0. 56)， 


图 2. 96 图 2. 97 
【1s08〗 yy 一 z 十 e-. 
解 y= 二 1 一 e“, 令 y= 二 0 得 x=0,y 一 1. 一 e 0, 图 像 是 止 的 , 故 当 zx 一 0 时 有 极 小 值 > 一 1. 
斜 靳 近 线 :一 z. 事 实 上 ,一 lim 半 一 1， 0 一 jim (y 一 kx) 二 0, 
图 像 如 图 2. 97 所 示 . 
[1509] > 一 zer-*. 
解 ”零点 处 :z=0. 渐 近 线 :? 一 0 〈 当 一 十 cc 时 )， 


YY 一 一 z de (z 一 之 ), 令 > 一 0 得 z= 孔 , 当 Z 一 0 时 ,y 一 co. 


3 
经 判别 知 : 当 z 一 0 时 有 极 小 值 > 一 0, 且 (0,0) 点 为 尖 点 . 
当 z 一 立时 有 极 大 什 y= l 3 0. 39. 由 此 可 知 函 数值 
始终 为 正 的 , 故 图 像 在 Oz 轴 上 方 . 
一 言 ez 了 (9z? 一 12z 一 2), 令 二 0, 得 2 98 


EE 15, yA20. 34， m1 LE 1. 48, 20.30， 经 判别 知 , 它 们 均 为 拐点 ， 
图 像 如 图 2. 98 所 示 ,图 中 主要 点 的 坐标 : 
2 


A(—0.15, 0.34)， B( 二 


于,0.39) ， CC1.48, 0.30). 


171 


[1510] ?= 二 

解 ” 当 z= 一 1 时 ,函数 值 为 负 的 , 当 xz 之 一 1 时 ,函数 值 为 正 的 ， 
不 连续 点 :zx= 一 1. 垂 直 渐 近 线 :zx 一 一 1. 

又 水 平 渐 近 线 :y 一 0 ( 当 zx 一 一 时). 事实 上 ， 


k lim 之 0, b= lim (y 一 &Az) 一 0. 


了 -一 oo 


y=7 站 和, 令 y 一 0 得 z 一 0. 经 判别 知 ,此 时 有 极 小 值 y 一 1. 


“一 并 十 1) , 当 xz<< 一 1 时 ,y<0, 故 图 像 是 凸 的 ; 当 z> 一 1 时 ,>0 
(IHFz) ?林地 7 村 > 图 2. 99 


故 图 像 是 四 的 .图 像 如 图 2. 99 所 示 ， 
【1511】 y= Vi—e”. 
解 ” 图 像 关 于 Oy 轴 对 称 . 
零点 处 :z= 二 0. 函数 值 不 为 负 . 当 x 二 0 时 有 最 小 值 > 一 0. 渐 近 线 :y 一 1. 


2 


y= 一 二 一 =. 当 z<0,y <0; 当 zx>0,y'>0. 
Vl—e”™ 

p_i 1 一 3z2 一 e- 之 十 2x?e 一 

y 一 e 2 /A 


(1—e- )V1 一 er 
令 g(1) 二 1 一 3t 一 e 十 2te (0 和 上 十 ceo), 易 证 g(1) 志 0. 
于 是 ,对 于 zx 关 0, 恒 有 <0, 即 图 像 呈 凸 状 . 而 (0,0) 点 为 尖 点 
(图 2. 100). 


【1s12] 站 


净 


解 ” 存 在 域 :z>0. 零 点 处 :z=1. 渐 近 线 :z=0(z 一 十 0) ,y 一 0(z 一 十 cc). 
一 2 一 nz, 令 y =0 得 xz 一 ec7. 39. 经 判别 知 , 此 时 有 极 大 值 y 一 0. 74. 


y 一 


2z 和 
六 一, 令 一 0 得 x 一 时 14.39, 经 判别 知 ,此 为 拐点 ,此 时 ?生生 we0.70 
XTX? 


图 像 如 图 2. 101 所 示 . 图 中 主要 点 的 坐标 :A(1, 0), B(7. 39, 0.74), C(14. 39, 0.70). 


图 2. 101 图 2. 102 


{1513〗 y=ln(zx+ wzz 十 1). 
解 由 于 in(v 瑟 十 1 一 z) 一 一 In(z 十 Wzz 十 1), 故 图 像 关 于 坐标 原点 对 称 . 零点 处 ;x 二 0. 


/ 1 
三 一 >0， i ,其 图 ， 。 
J 0, 故 阴 数 递增 ,其 图 像 始 终 上 升 , 无 极 值 点 


一 , 令 Y 一 0, 得 xz 一 0, 在 此 点 切线 斜率 为 一 1 


经 判别 知 ,此 为 拐点 ,此 时 > 一 0. 图 像 如 图 2. 102 所 示 . 
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【1S$14】 y= vc 十 1ln(Cz 十 V 袜 十 1)， 由 
解 图 像 关 于 坐标 原点 对 称 . 


零点 处 :zx 一 0. 
”ln(z 十 wzz 十 1) 十 z wz 十 1 
‘一 1 十 一 三 ln(x 二 Vx 十 1)， 二 一 一 一 一 一 一 
” VE > (rt 4 
[@) x 


当 z>>0 时 ,y>0, 故 图 像 是 止 的 . 当 rz<0 时 ,由 对 称 性 知 图 像 是 凸 的 . 于 是 ， 
点 x 二 0 为 拐点 ,在 此 点 切线 斜率 为 ==1. 
从 而 ,函数 图 像 始 终 上 升 ,如 图 2. 103 所 示 . 


arcsinz 
VI 一 三 图 2. 103 
解 图 像 关 于 坐标 原点 对 称 . 

零点 处 :zx 一 0. 存在 域 ， | | <<1. 渐 近 线 :z 一 土 1. 


【1515】 y= 


y= AT 一 十 zarcsinz、0 《|x| 二 1), 故 函数 递增 ,其 图 像 始终 上 升 . rl 


X=1 
(1—zx) 
2 . 
y= 3z -十 十 2 )arcsinz A y=0 得 xz 二 0. 
(1—zx’) (1 一 xz ) 评 _ 
x 


当 一 1<z<0 时 ,yY<0, 故 图 像 是 凸 的 . 当 0 二 x 过 1 时 ,yy 之 0, 故 图 
像 是 目的 . 点 z==0 为 拐点 ,在 此 点 切线 斜率 为 上 一 1. 

图 像 如 图 2. 104 所 示 . 

【1S16】〗 y=x+arctanz. 

解 ” 图 像 关 于 坐标 原点 对 称 . 


零点 处 :x 二 0. 
渐 近 线 :> 一 z 一 于 ,7 一 xz 十 到 -事实 上 ,= im 之 一 1， 
b= lim《〈y 一 Az) 2 bs= lim (y kr) 一 子 . 


y 一 1 十 让 二 >0, 故 函数 递增 ,图 像 始 终 上 升 ,无 极 值 点 . 


六 = 一 可 于 7. 令 六 一 0 得 xz 二 0, 经 判别 知 , 它 为 拐点 ,在 此 点 


切线 斜率 为 & 一 2. 
图 像 如 图 2. 105 所 示 . 


【15S17】 y 一 去 十 arccotz. 
解 ”零点 处 :zs= 一 5.95. 
渐 近 线 :y 一 方 十 x. 事实 上 ， 


图 2. 105 


工 
本 十 arccotz 1 
k= lim 一 一 .0 一 lim | ( 择 +arccotz) 一 二 x |=x; 


To I 2 ro 


同 法 还 可 得 渐 近 线 y 二 3 ( 当 x 一 十 oo 时 ). 


7 1 1 卫 
y 了 TF 人 令 Y 0 得 z= 二 士 1. 


当 zx 之 一 1 及 当 xz 之 1 时 ,y 沁 >0, 函 数 递 增 , 其 图 像 上 升 ; 
当 一 1< xz<<1l 时 ,y 过 0, 函数 递减 ,其 图 像 下 降 ，; 
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故 当 zx=1 时 有 极 小 值 ?一 于 十 一 1， 285， 

当 z= 一 1 时 有 极 大 值 y= 一 方 十 ~1. 856. 
yy , 令 yy 二 0 得 Z 一 0， 
当 z<0 时 ,二 0, 故 图 像 是 凸 的 . 
当 z>0 时 ,y>0, 故 图 像 是 止 的 . 


从 而 有 拐点 z 一 0, 此 时 y 一 吾 ,y 一 一 去 图 2. 106 


图 像 如 图 2. 106 所 示 . 

【1$18】〗 »= xarctanx. 

解 ”零点 处 :zx 一 0. 图 像 关 于 Oy 轴 对 称 . 
函数 值 不 为 负 , 故 图 像 始终 在 Ox 轴 上 方 . 
渐 近 线 ， 


y 一 到 1 ( 当 z> co 时 );y 一 六 1( 当 rz-> 十 co 时 )， 


y= 1 z 十 arctanz, 令 y 一 0 得 x 二 0. 当 z<0 时 ,y 过 0, 函 数 
递减 ,其 图 像 下 降 ; 当 zx 汪 >0 时 ,y >0, 范 数 递增 ,其 图 像 上 升 , 故 当 


z 一 0 时 ， A y=0. 
y= (1 十 > ;图像 是 四 的 . 
图 像 如 图 2. 107 NN 图 2, 107 


【1S$19 丁 y=arcsin 一 一 一 


-_T 
bp 


I 2 
解 ”零点 处 :z 一 0. 图 像 关 于 坐标 原点 对 称 . 渐 近 线 :> 一 0. 事 实 上 ， 
arcsin — < 
. 1 十 和 . ,_2 1—zx? 
k=lim——— =0， 2 一 lim(y kr)=0. y (|z| 关 DD). 


当 |z| 二 1 时,y 汪 0, 函 数 递 增 , 其 图 像 上 升 ， 
当 [|x|>1 时 ,y 二 0, 函 数 递 减 ,其 图 像 下 降 ， 
当 x 二 1 时 ,直接 从 定义 出 发 ,可 得 y (1)= 二 1]， y4(1) 王 一 


故 点 (1, 竺 ) 为 角 点 , 且 当 + 一 1 时 有 最 大 值 > 一 号. 


利用 对 称 性 可 知 点 (一 1, 一 对 ) 也 为 角 点 , 且 当 zx 一 一 1 时 


有 最 小 值 一 一 也， 
yy (1D)=—1, y+ (—1)=1. 
当 Zz 一 0 时 ,y 一 2. 又 点 x 二 0 为 拐点 . 
图 像 如 图 2. 108 wi 


F1520】 y=arccos 二 一 一 


图 2. 108 


证 到 . 
解 零点 处 :z 一 0. 图 像 关于 Oy 轴 对 称 . 函数 值 不 为 负 , 故 图 像 始终 在 Oz 轴 上 方 . 
浙 近 线 ;y 二 x. 事实 上 ， 


— 2 


x 
rcCCOS 2 
arcc 1+x? . 1— x? 


k=lim————————=0, b= limarccos 


Xx. 
ro0 x x*o0 1l+xz? 


y =I >0 (x>0) ,函数 递增 ,其 图 像 上 升 . 当 z 一 0 时 ,直接 
从 定义 出 发 ,得 y (0) =2. 


由 对 称 性 知 ,y. (0) 二 一 2, 且 当 zx<0 时 ,函数 递减 ,其 图 像 下 降 ， 
故 当 z=0 于 y 王 0. 此 点 为 角 点 . 


y 一 一 F<0 (zx 之 0) ,图 像 是 凸 的 . 由 对 称 性 知 , 当 z<0 时 ， 


图 像 也 是 凸 的 . 图 像 如 图 2. 109 所 示 . 
[1521] y= (x 二 +2)et. 
解 ”零点 处 :z= 一 2. 不 连续 点 :x 二 0, 渐 近 线 ;y 一 x 十 3. 事实 上 ， 


1 
k= lim < 1, 6 lim[ (r+2)et —z]= lim |s+z+o( 二 )-z]=3. 


re 


y 一 ez (= 一 2). 令 y= 二 0 得 z=2 或 一 1. 


当 0<z<2 时 ,y 过 0, 函数 递减 ,其 图 像 下 降 ; 当 一 1 二 x 过 0 时 ,> 天 0, 函 数 递减 ,其 图 像 下 降 ; 
当 zx 之 一 1 及 x 之 2 时 ,y 这 0, 函数 递增 ,其 图 像 上 升 ; 


故 当 z 一 一 1 时 有 极 大 值 y 一 二 ~0. 37. 
当 z 一 2 时 有 极 小 值 y= 4Ye 有 6. 59. 
y =e (2 )- 令 y=0 得 zx 二 之， 


当 z< 一 去 时 ,y<0, 图 像 是 凸 的 ， 


当 z> 一 三 3(z 天 0) 时 ,>>0, 图 像 是 四 的 ， 故 该 点 是 拐点 ， 


又 lim y=0, lim y= 二 co. 

x0— 了 0 十 
图 像 如 图 2. 110 所 示 . 图 中 各 点 的 位 置 ; 

A( 一 2,0)， BC(—1, 0.37), C( 一 0.40，0.13)， D(2, 6.59). 
VEA1I- VE 


[1522] > 一 2 
解 ” 存 在 域 : |z| 之 1. 图像 关 于 Oy 轴 对 称 . 渐 近 线 :y 一 1. 事 实 上 ， 


Vt- Vl 
k= limz - =0,， 6=lim[2vV 11- V1 


当 z= 土 1 时 有 边界 的 极 大 值 > 一 2 人 sz2. 67. 
四 (一 一 cc， 光 (一 1 一 十 co， 
2 VE ( 


j=1 


z _ 并 
Vritl wz 一 1 让 ， 
故 当 z< 一 1 时 ,y>0, 函 数 递增 ,其 图 像 上 升 ;z>1 时 ,y 二 0, 函 数 递 减 ， Th. 
(= =) + 


yx)= (ln2)’2 


Tz 1l 
Vr 于 V1 V(r Fs 1 了 二) 
0， 


故 图 像 呈 凸 状 . 图 像 如 图 2. 111 所 示 . 


x=-—l| x=1 


< 
ll 


图 2. 111 


2 一 3zx 十 2 
【1523】 yn 


解 ”存在 域 :zx<1l 及 x 之 2. 与 举 标 轴 的 交点 :60,1n2) 及 ( 计 ,0). 


In 2 3 二 2 
、 。 2 十 1 。 2 一 3z 十 2 
渐 近 线 :? 一 0. 事 实 上 ,一 lim 二 一 0， b= limln 一 一 0. 
2 
: 3z 一 2z 一 3 令 y=0 得 z= 革 0 一 0.73( 另 一 根 不 在 存在 域内 ) ,经 判别 知 , 当 


YT CD ot) 
zx 一 0.72 时 有 极 大 值 yz1. 12. 


nw 一 6x’ 十 15x‘ 一 30x: 十 30x 一 13 
> (Cxr—1) Cr ort1l) ， 


3 


令 yY 一 0 得 zs 一 1.52. 经 判别 知 , 它 为 拐点 ,此 时 ys0. 99. 
当 xz 过 一 1. 52 时 ,yY>>0, 图 像 是 四 的 . | 
当 xz>>2 时 ,yY<0, 图 像 是 凸 的 ， 1 |2 x 
当 x 一 1 一 0 及 z->2 十 0 时 ,y> 一 co. 
图 像 如 图 2. 112 所 示 . 图 中 主要 点 的 坐标 : 
A( 一 1.52，0. 99) ， B(—0.72, 1.12),， 
1 
C(O0, ln2), D(—,0]}. 
™ (3.°) 图 2.112 
【1524 v=aarcsin z a—zrx (a>0) 
解 ” 存 在 域 : | z| 迄 ca. 与 坐标 轴 交 点 :(0, 一 a) 及 (0. 67a,0). 
y 
当 zx== 一 a 时 有 边界 的 极 小 值 y= 一 也 a. 当 z 一 4 时 有 边界 的 极 大 值 y 一 也 a. | 
D 
;_ az 、 
”> ( 当 |7| << 时 )， 。 
故 函 数 递增 ,其 图 像 上 升 . 又 O 
3 (Cg 一 十 co， yi (a)=0. y= alat zy) >0 (|z|<a), B 
(a —x’)z 
故 图 像 是 止 的 . 4 
图 像 如 图 2. 113 所 示 . 图 中 主要 点 的 坐标 : 图 2. 113 
A(—a,— 吾 4a)， BC0,—a), C(0.67a,0)， D(a, 到 ao). 
〖【1S$2S$】 > 一 arccos 2 


解 存在 域 :| 二 去 | <1, 两 端 平 方 之 , 解 得 x<0 或 z> 二 
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1—2zx_,, b= limarceos 1—z 


Aarccos 


浙 近 线 :y 一 也 .事实 上 ,k= lim 


当 xz 一 0 时 有 边界 的 极 小 值 > 一 0. 当 x 一 也 时 有 边界 的 极 大 值 yt. 


1 


x 12x 1), zr<0, 
(3z2 —2x)7 (1—27x)’ 


y=— Sgn(I 一 2z) y= 
一 /573 一 7 
(2 Yr 一 2 -一 (1222 一 9z+D，xz>> 二 . 


(3 一 2z) 生 (1 一 2z)2 
当 xz<0 时 ,y<0, 图 像 是 凸 的 ; 当 z 之 也 时 ,>>0, 图 像 是 思 的 . 


又 当 z<0 时 ,y<<0, 函 数 递 减 ,其 图 像 下 降 ; 当 z> 全 时 ,y<0, 函 数 递 减 , 其 图 像 也 下 降 ; 


yy (0) 一 一 co， 好 (三 )= 一 = 
图 像 如 图 2. 114 所 示 . 
[WM 
1 
(0.368 , 0.692) 
7 
OO x 
图 2. 114 图 2.115 


{1526] > 一 
解 ”一 般 只 讨论 x>0. 函数 值 始终 为 正 的 , 故 图 像 在 Oz 轴 的 上 方 . 


工 
y = 六 (ITlnz). 令 y 一 0 得 z= 工 0.368. 经 判别 知 ,此 时 有 极 小 值 y= (下) "~0. 692. 


y= [Qinz)? 十 十 |>0, 图 像 是 四 的 . 当 z= 十 0 时 有 边界 极 大 值 y=1 (利用 洛 必 达 法 则 求 得 ). 
图 像 如 图 2. 115 所 示 . 


【1527】 y=zx+. y 

解 一 般 只 讨论 x>>0. 

浙 近 线 :y=1. 事实 上 ,k= lim zz 一 0， b= lim zx#=1. 4 有 

当 z= 十 0 时 有 边界 的 极 小 值 y 一 0. Ti 

yy 一 x+?(1 一 Inz). 令 二 0 得 x 一 e. D 人 


当 xz<e 时 ,y >0, 函 数 递 增 ,其 图 像 上 升 ， 

当 z>>e 时 ,y<0, 函 数 递减 ,其 图 像 下 降 . 

当 z=e 时 有 极 大 值 y 一 时 >1. 445. 
y=xtt(1—2Inz+lnir—3x+2zinz), 令 光一 0 得 reeLo (4. 35). 
当 0<z<e27 时 ,y<0, 图 像 是 西 的 . 

当 z>e27 时 ,多 >0,， 图 像 是 目的 , 故 z+ 二 er 是 损 点 ，y 守 1. 402. 

图 像 如 图 2. 116 所 示 . 图 中 各 点 位 置 :ACe, 1. 445) ，B(4. 35, 1. 402). 


2. 116 
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【1528】〗 >= (1 十 z)+. y 
解 ” 存 在 域 :x 汪 一 1,z 关 0. 函数 值 为 正 的 , 故 图 像 在 Oz 轴 上 方 . 


,_ (+nDiF xz e 
y= InGl+z) | ， 


立 x=~—l 
易 证 ] 半 一 In(1 十 x)<0, 故 y 过 0, 从 而 ,函数 递减 ,其 图 像 下 降 . 


渐 近 线 :z= 一 一 1 和 y= 二 1. 图 像 是 目的 . x 二 0 为 “可 去 ”不 连续 点 . 
图 像 如 图 2. 117 所 示 . 


【1529】 y=z(1+) (x>0). 


解 y=(1+ 二 ) +z(1+ 土 ) [mn(1+ 二 ) 一 = 二 |>0， 
易 证 In (1 十 过) 一 = 二 7>0 (zx>0), 故 >>0, 从 而 函数 递增 ,其 图 像 上 升 . 
当 z 一 十 0 时 ,有 边界 的 极 小 值 y 一 0. 


x 
rl 1 1 1 © 
cm 到 二 (去 ) 二 | 2” .| 图 2.118 
图 像 如 图 2. 118 所 示 . 


1 
1 一 z2 
【1530】 y= 六 (不 研究 媚 凸 性 ). 


解 ”函数 值 始终 为 正 的 , 故 图 像 在 Oz 轴 的 上 方 . 图像 关于 Oy 轴 对 称 . 
不 连续 点 :z= 二 1 及 z= 一 1. 


1 
3 3 2 
一 宇和 生 六 , 令 y 一 0 得 z 一 0 或 x 一 十 V3. 经 判别 知 ， 
当 x 二 0 时 有 极 小 值 > 一 es 

1 


当 z= 一 J3 时 有 极 大 值 I E15 


二 /3 lv -LO 1 x 
当 zx 二 V3 时 有 极 大 值 y 2 0. 15. 


渐 近 线 :y 一 0; x 1 及 z=1; 图 2.119 
图 像 如 图 2. 119 所 示 . 图 中 主要 点 的 坐标 :A(0,e), BCW3, 0.15), C( 一 V3 , 0.15) 


作出 下 列 参 数 方程 所 表示 的 曲线 : 


2 一 2 
[1531] z= ， y= 二 . 


解 ” 先 把 此 参数 方程 化 成 直角 坐标 系 下 的 方程 . 
Vz Lt1 | V5= 1 | 
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当 1 之 1 时 Wz= 护 } Wy 一 1 相 减 得 


Vi—Vy=1l (zl1,x>y); (1) 
当 ! 一 1 时 WZ 一 一 条 Wy 一 1 因而 ， 
Vy 一 Vz 一 1 (y>1,y>7); (2) 
当 一 1<t<1 时 ,Wz 一 竺 1W3 一 3 和 相 加 得 
VTH/I=1 (Ox<1,0<yE). (3) ” 


由 方程 (1),(2) 及 (3) 即 得 所 给 曲线 的 图 像 .图像 关于 y 二 x 对 称 ， 
如 图 2. 120 所 示 . 图 中 主要 点 的 坐标 : 


4G,0)，BG,D，C0,D，DG,0，E( 工 , 芽 ). 


【1S32〗 一 2 一 关 ， y 一 3 一 已. 
解 x’ = 二 2(1 一 )， y/ 二 3(1 一 站 ). 令 zx!' 一 0, 光一 0,， 得 二 十 1. 
作 下 表 : 


世 志 


由 一 “上 升 到 一 3 


由 1 下 降 到 一 


dy_3(1 一 二 ) 3 令 92 一 _ _ 
让 一 一念 2 《1+ (DD. 37 0 得 t 1 ,此 时 > 3，y 2 . 


由 于 (一 1 士 VI 一 z, 故 存在 域 为 x 和 1, 且 图 像 有 两 支 ， 

又 因 9 芝 -2 , 故 当 必 1 时 图 像 旺 凸 状 ,而 当 t<1 时 图 像 旦 四 状 . 
当 z 一 0 时 , :一 0 或 上 一 2,， 此 时 y= 一 0 或 > 一 一 2 
当 > 一 0 时 ，: 王 0， 十 V3 或 一 3， 此 时 zx 一 0，0.464 或 一 6. 464， 


图 像 如 图 2. 121 所 示 . 图 中 主要 点 的 坐标 ， 
A(—6.464, 0), B(—3,—2), D(1, 2), EC0, 一 2). 


y 
由 十 ce 下 降 到 一 2 
由 一 2 上 升 到 2 
由 2 下 降 到 一 


2 
[1533】 xz 一 :一 ， 


ya 
1 一 1 图 2.121 
/tt 一 2) /1+ 
解 Te GD YY G1 
考虑 x! 二 0, y’ = 二 0 及 x'，y' 趋 于 co 的 上 值 : :二 0, 土 1 及 2. 
作 下 表 : 


> 
由 0 下 降 到 一 oo 
由 十 co 下 降 到 0 
由 0 下降 到 一 o 
由 十 co 下 降 到 二 
由 地下 降 到 0 


由 一 方 上 升 到 0 
由 0 下 降 到 一 
由 十 co 下 降 到 4 


由 4 上 升 到 十 co 
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dy 1 十 站 、 vo Hy ; ， . 
一 当 XEC%,0) 及 (4, 十 ) 时 ,也 <<0, 因 而 ,函数 递减 ,其 图 像 下 降 


dy 24 一 DC 十 32 十 4 十 D) 和 由 y_ 0 得 1 二 0.33, 经 判别 知 ,此 时 对 应 于 拐点 (一 0. 08,0. 30). 


dz (一 2)3(t 十 ]) 2 dz2 
令 茎 一 0 得 ti 一 0,2 及 一 1, 其 中 当 1==0 及 2 时 有 垂直 切线 , 切 点 为 (0， 0) 及 (4, 子 ). 当 1== 一 1 时 z= 


一 去 ,此 为 三 直 浙 近 线 ,事实 上 ，imy ylim 二 = 


人 源 近 组 为 /二 = 事实 上 ， 
加 . 工 t(t+2) 3 
* lim 这 -limxD 王 ， lim(y 2) lmzcD 一 一 全 
又 当 r-~ 十 co 时 , 即 当 上 >1 十 0 时 ,y 一 十 ce 或 当 二 十 co 时 ,y 一 0; 


又 当 z 一 一 co 时 , 即 当 ~ 一 cc 时,y0 或 当 上 1 一 0 时 ,y 一 一 cc， 


总 之 ,lim y 一 十 co 或 0，lim y=0 或 一 oo 图 像 如 图 2. 122 所 示 . 图 中 主要 点 的 坐标 :A( 一 全 ,一 二 ) ， 
2 
B(4, 二) 
图 2. 122 

1 
【1534】 x 1 TIFF 
解 ”由 于 以 一 : 换 :, x 及 y 值 不 变 , 故 只 须 考虑 :的 正 值 .又 因 台 一 j 寺 二 ' 故 了 之 0 或 x 生 一 1. 
;. 2 ，_ —2t dy __ 1 
0 Yr (CIF) dz ( 竺 有 ) <0, 画 数 递减 ,其 图 像 下 降 . 
dy 4(]1 一 


和 一 4 二, 当 || <1 时 图 像 旺 四 状 , 当 | ;| >1 时 图 像 曙 西 状 


考虑 x! 二 0, 光一 0， 及 ,yy 趋 于 co 的 上: 值 :: 一 0, 一 1. 
作 下 表 : 


了 


由 1 下 降 到 六 


由 0 上 升 到 十 ce 


由 一 oo 上 升 到 一 1 由 到 下 降 到 0 
渐 近 线 为 y 一 方 . 事实 上 


k= lim2 = lim 1—e 


mT tl tl 二 二 ) 一 0， 
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. . 1 1 
b= lim(y £7) limitz 2. 


在 点 (一 1,0) 处 (1 二 十 0) , 息 一 一 1; 而 在 点 (0,1D 处 (1 一 0) 仍 有 


dy 一 1. 这 说 明 在 这 两 点 处 的 切线 均 与 Oz 轴 成 135" 的 角 .这 


两 点 且 为 边界 极 值 点 . 
图 像 如 图 2. 123 所 示 . 
T1535] z=t+te ,y=2t+e “. 


解 xz el, yy 2(e 一 也， dy 2e+D, dy_ —2 


作 下 表 : 


e€ e dz e! dz? 站 一 上 


忆 


由 十 co 下 降 到 1 


由 十 ce 下降 到 1 


由 工 上 升 到 十 ce 


由 工 上 升 到 十 ce 


渐 近 线 :y 一 2x. 事实 上 ， 


. . 2t+e * 
k= lim 之 一 1 -一 一 
二 er 


b= lim (y—2x)= lim [(2t+e *)—2t—2e ’]=0. 


9 


d 
当 1=0 时 ,对 应 于 曲线 上 的 点 4G1,1) ,此 点 的 导数 下 一 4. 当 t= 一 ln2 时 ， 


曲线 与 渐 近 线 相交 , 图像 如 图 2. 124 所 示 . 

KE1536] zz 一 acos2!， y=acos3t (a>0). 

解 ” 由 于 acos2(t 十 2x) 二 acos2t 及 acos3(! 十 2r) 一 acos3t。 
因此 ,我们 只 须 考 虑 上 在 (0,2x) 内 变化 时 ,z 及 > 的 变化 情况 . 


dy _ 3sin3t 
dr 2sin2t" 


2 一 一 2asin2t， y= — 3asin3t, 


/一 0，y 一 0, T,X 2 1, A, ,3r， 3 
考虑 工 ， 0, yi 0 的 值 : 1 一 0, 3， 2 rT 3 5 ，3' 及 27. 


作 下 表 : 


> 


(0, 玉 由 a 下 降 到 一 和 | 由 a 下 降 到 一 a 上 升 
(了 ,三 ) 一 由 一 和 下 降 到 一 a。 | 由 一 a 上 升 到 0 下 降 
( 委 , 符 ) | 工 由 一 上升 到 一 全 | ”由 0 上 升 到 a 上 逢 
(和 ar) [| 二 由 一 号 上 升 到 。 | 由 a 下 降 到 一 a 下 降 
ce 和 | 一 | + | 直下 降 到 一 全 | 由 -a 上 升 到 a 下 降 
( 冬 , 滁 ) 由 一 各 下 降 到 一 a。 | ”由 a 下 降 到 0 上 升 
(至 , 竺 ) 一 | 由 一 a 上升 到 一 各 | 由 0 下 降 到 一 a 下 降 
还 由 一 各 上 升 到 a | 由 a 上升 到 上 逢 
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当 t 一 子 时 ， 伴 - 0， 此 时 zx 一 一 号 ， ?一 一 Q 
当 :一至 时 , 虹 =oo(t 从 小 于 皇 趋 于 至 由 趋 于 于 时 , 虹 一 十 oo) ,此 时 zx 一 一 a 
y=0; 

当 := 符 时 , 鸟 =0， 此 时 f= 一 了 ,ya 

当 :=x 时 ,利用 洛 必 达 法 则 可 求 得 驴 一 一 站 ,此 时 zx 一 4,y 一 一 a; 

当 :=0 时 ,利用 洛 必 达 法 则 可 求 得 鹅 一 子 , 此 时 zx 一 y 一 a 

图 像 如 图 2. 125 所 示 . 


图 中 主要 点 的 坐标 ， : 
Alasa), BE( 人 ,0)， c(0, a)， D( 一 党 ,一 a)， 
EC-a0， F(a), c(o22o)， Hla,—a). 
了 
1 
O T 
图 2.125 图 2. 126 


【1S$37】 x=cos't, y= sinti. 
解 Vz 二 cos:1, Vy 二 sin?1, 相 加 即 得 Vz 十 Vy 二 1. 图 像 如 图 2.126 所 示 ”) 
x*) 参看 1531 题 . 


[1538】 z= ilni, yy 
解 天 
当 0<i 儿 1 时 , 令 了 =- 二， 则 # 宇 1， 且 z= 一 时 ， y 二 一 tnt', 所以, 图像 关于 直线 x 十 y 一 0 对 称 . 


以 下 讨论 图 像 的 极 值 点 ,四 上 同性 及 拐点 ,不妨 设 i 宇 1; 
dy 1—lnt dy_ 2ln2t 一 4 
dr 22(1 二 lnt)” dx: #0 二 lnt)?" 


令 1 一 Int 一 0, 得 (一 e 经 判别 知 ,此 时 图 像 有 极 大 值 点 :A (e, 二 ). 


令 Im4 一 2=0, 得 :二 e 万 ,相应 的 点 B(V5e， < ) 为 图 像 的 拐点 
€ 


当 1<<t<eW, 即 当 0 志 XSY2eW 时 ,图 像 量 是 状 . 当 t 宇 eT 即 当 z>V2e4 时 ,图 像 旺 凹 状 . 
作 下 表 : 
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一 十 由 0 下降 到 一 去 由 一 c2 上 升 到 一 e 


+ 由 一 二 上 升 到 e。 | 由 一 * 上 升 到 过 


+ | 一 | 由 e 上 升 到 +co | 由 二 下 降 到 0 


曲线 通过 点 (0,0) ,在 此 点 切线 的 倾角 为 45”. 
水 平 渐 近 线 为 > 一 0. 事实 上 ， 


k= lim 之 一 lim 工 一 0， 
-ea +=t He 
x 
1 
b= lim (yhz)— lim 型 = lim + =0. 
垂直 渐 近 线 为 z= 二 0. 事实 上 ， 
limy= lim y lim 1™¥ 00. 
TD te 二 0 +ot 
图 像 如 图 2. 127 所 示 . 


【1539】 xz 一 一 二， y=atan’t (a>0). 
COS 图 2.127 


解 ”将 此 参数 方程 化 为 直角 坐标 系 下 的 方程 :z 了 一 y$ 二 a3. 
显然 , | | 之 a 且 图 像 对 于 两 坐标 轴 都 对 称 , 故 只 须 考虑 在 第 一 象限 部 分 的 函数 图 像 . 由 于 


1 1 2 1 ， 
多 = 了 至 好 ， yz 了 (y 了 一 zr 了 ). } 


而 当 zx>0,y>>0 时 ,有 <z>y 从 而 有 yy 沁 0, 之 0, 故 图 像 上 升 


和 且 呈 站 状 . 
在 (a,0) 点 的 切线 的 倾角 为 0?. -a 0O a x 


图 像 如 图 2. 128 所 示 . 

【1540Y x=a(shi—t),y=a(cht—1) (a>0). 

解 ” 当 上 用 一 : 换 时 ,z 的 大 小 不 变 符号 相反 ,而 y 却 不 变 ， 
故 图 像 对 于 Oy 轴 对 称 . 


dy _e 十 1 dy_ 4e2 
dr 已 一 1” dz: ae 一 1)47 


Zi =a(cht—1), y’=asht, 


作 下 表 : 


由 一 ce 上 升 到 0 由 十 cc 下 降 到 0 


由 0 上 升 到 十 co 由 0 上升 到 十 ce 


dy 


当 上 ~ 一 0 时 ,zx 一 一 0， >— oO0; 了 
dz 


当 上 > 十 0 时 ,z- 十 0, 开 -十 cc. 因此 ,在 (0,0) 点 的 切线 垂直 于 Or 轴 . 
图 像 如 图 2. 129 所 示 . 
把 下 列 曲 线 方程 化 为 参数 方程 ,然后 作出 这 些 曲线 的 图 像 : O x 


[1541】 x?++y’i—3ary=0 (a>0). 图 2. 129 
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解 设 一 tz, 代 和 方程 ,并 消去 辽 , 即 得 z 一 王 e5 ， ?一 


) ， 


_ 3at(2—2&) 


考虑 zx/ 一 0，y' 一 0, 及 x ,y: 趋 于 无 穷 的 1 值 :: 一 一 


作 下 表 : 


‘tA. 


1 3 
1, 0, 于 及 V2. 
3 


I 了 
(一 ceo， 一 1]1) 由 0 上 升 到 十 co 由 0 下 降 到 一 
(—1, 0) 一 由 一 c2 上 升 到 0 由 十 ce 下 降 到 0 
(0, 静 ) + | + 由 0 上 升 到 3 由 0 上 升 到 23a 
(和 寺 ' 如 — | + 由 304 下降 到 六 55 由 355 上 升 到 3 
(V2, +o0) 一 一 由 M34 下 降 到 0 由 V44 下 降 到 0 
dy 一 区 2 一 当 1=0 时 , x 二 0, y=0; 时 二 0; 当 上 十 co 时 ，z=0, 0, 到 一 lim (2 一 A) -- 
dr 1 9 本 ， sy 9 dz 9 ?3 一 则 ， dz ep 1 1 
;人 ) A ) 
这 说 明 ,坐标 原点 是 曲线 的 二 重点 . 曲线 的 一 支 与 Ox 轴 相 切 ,一 支 
与 Oy 轴 相 切 . 
渐 近 线 :z 十 y 十 a 一 0. 事实 上 ， 
Oy Bar 
人 lim~ Lim 3at(1+2£:) ’ 
blim yh) = lim Fim 


图 像 如 图 2. 130 所 示 , 图 中 主要 点 的 坐标 : 
B(3a,30) ， C(ays,ayd ). 


4A(ay4av2)， 


【1$423 zx’ 二 y=x’ 


十 y. 


解 ” 显 见 曲 线 关 于 两 坐标 轴 对 称 ,同时 关于 直线 ?一 z 对 称 . 


设 x 二 ty,; 则 当 > 天 0 


2 
时 ,得 y 二 十 </ 车! 


根据 对 称 性 ,不 妨 限于 考察 方程 


由 于 0 和 xz 委 1,z 魏 ?, 故 曲线 界 于 纵 轴 正 半 轴 与 直线 y 一 z 之 间 , 由 此 根据 对 称 性 即 可 作出 全 部 图 像 . 当 


如 十 1 


:由 0 连续 变 到 1 时 ,曲线 上 的 点 (0,1) 连 续 变 化 到 点 (1,1). 由 于 


5 + 5 二 1 
十 1 


Ady 


人 Sg 


经 判别 知 , 当 z=0 时 y 取得 极 小 值 ; 当 z= 二 
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V2 


. £0 27 ot) 
+tD ? dt 


dy_ 


十 1 


2. 130 


时 ,y 取得 极 大 值 .类 伏地 , 当 > 一 0 时 ,z 取 得 极 小 值 zx 一 1; 当 


十 1 


.Kl1—2r 1) 


(tt 二 +1)? 


0, 得 :一 0, VY2 一 1. 相应 地 ,有 =0， > 一 1 z= 让 ~0.71 ysz1. 10., 


y= 让 时 ,+ 取得 极 大 值 zl 10. 


由 对 称 性 即 得 知 : 当 zx 一 0 时 ,有 极 小 值 |y| 二 1; 当 | zxz| 一 霹 时 ,有 极 大 值 1>| 1. 10; 当 y 一 0 时 有 极 


小 值 |z| =1; 当 |y| 一 遍 时 ,有 极 大 值 1z|1 10 


值得 注意 的 是 , 当 :一 1 时 即 在 点 (1,1) 处 , 空 一 一 1, 因 而 ,曲线 在 点 


(1,1) 光 滑 连 接 . 
原点 (0,0) 是 一 个 孤立 点 ,再 计算 几 点 的 坐标 (0 专 t 寺 1): 


作 下 表 : 


| 


1 


一 


曲线 与 两 坐标 轴 的 交点 为 (一 1,0),(1,0),(0,1) 及 (0, 一 1). 


图 2. 131 
如 图 2. 131 所 示 . 
[1543] x:y:=x:—y’. 
解 设 y=tz, 代 人 原 方程 , 即 得 
_1—2 _1—2 , 2 二 +2 1+2 dy_ (1+22) 
并 Fy 7 (1#¥0). zx By a 2 


令 zx! 二 0,y/ 二 0 及 xz/,y' 趋 于 oo, 得 t= 一 V3, 一 


作 下 表 : 


3 
由 十 下 降 到 污 


1 
(一 虹 ,一 二 ) 
V2 
1 
(—;=,0) 
V2 


由 十 ce 下 降 到 一 ce 


一 dy 


Gk £2 ” 中， ， 


dy 
dx 


_- dy 
0， | 1. 


、 3 _3 3 3 二 
图 像 通过 点 A( 元 ' EF B( 竣 ， 鞠 儿 及 OC0,0). 如 图 2. 132 所 示 . 


下 降 


[1544Y z=y (x>0,y>0). 
解 ” 由 方程 显 见 直 线 y= 是 图 像 的 一 部 分 .对 于 y 关 的 部 分 ,图 像 显 
然 关 于 直线 y 一 z 对 称 . 
设 z=(1 十 Dt , 则 y= (1 十 )'"+ , 即 当 zx 关 y 时 ,曲线 的 参数 方程 为 
zx=(1+)?， 
3 一 (1 十 四 于 全。 


图 2. 132 
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由 条 件 z>>0,y>0 知 ,t 满足 一 1 过 过 十 2, 由 于 
lim z= lim (1+2)+=+o%, lim y= lim (1 十 D+L 一 1 lim zx 一 1， lim y 一 十 co， 


zt 一 1-0 te 一 1r0 1-—1+0 te 一 1 十 0 十 oo tt 一 十 co 


故 直 线 zx 一 1 和 y 一 1 是 曲线 的 渐 近 线 . 又 因 limz 一 limy 一 e, 故 点 (e,e) 是 曲线 上 的 二 重点 . 由 于 


dy __ 141Tt—ln(l 二 + dr_ t— (1 二 DIn(l 二 2) 
训 一 (1 二 | 大 ， (1 二 Rat) | 


于 是 ， 


dy [ errr | 
到 一 +0| IF 王 CFORCGTTD | 


容易 证 明 :lim 和 一 一 1. 并 且 当 tE (0, 十 co) ,从 而 zE (1,e) 时 , 恒 有 和 <0. 事 实 上 , 设 


g(xt)=£—[(1+A ln(l 二 DD) dj， 
则 g(0) 王 0, 并 且 容 易 证 明 1 
g(t)=2t—ln(l+20)>0, (1 十 所 in(1 十 六 一 六 0. 


四 加 人 
从 而 ,有 gCD)=2 一 [C+DIn(l+D) 一 >0, 即 于 Dm > 
于 是 ， e 
dy_ 
让 ato[i Tn). ! 
dy Ol 1 e x 
由 对 称 性 知 ,对 于 +€E (一 1,0), 也 有 也 <<0. 而 当 t=0 时 ,有 
图 2. 133 
| 一 limqz 一 一 1， 
dz | =。 ceodz 


所 以 ,图 像 始终 是 下 降 的 ,并 旦 钊 状 , 无 极 值 和 拐点 . 对 应 于 上 的 变化 范围 0 至 1. 
计算 几 点 坐标 如 下 


综 上 所 述 ,曲线 的 图 像 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 是 直线 , 另 一 部 分 是 对 称 于 直线 y= 二 x 的 曲线 (图 2. 133). 

【1545】 作出 曲线 chix 一 ch: y= 二 1 的 图 像 . 

解 显 见 曲线 的 图 像 关 于 两 坐标 轴 是 对 称 的 , 故 只 须 在 第 一 象限 x 之 0,y 之 0 范围 内 进行 讨论 . 考虑 渐 
近 线 


5 一 一 
lim 之 = lim lIn(shz++ Vsh’z—1) lim 1 (chz+ Sn chz) 
z+toT rt Zz rz-~+cshzx 十 vshi rx—1 sh zx—1 
| chr _. sh2z 坟 十 1 
= lim 一 一 天王 lim 了 一 1 
tm /shiz—l rm 一 + V sz 一 1 
为 求 lim (y—7z) , 令 
4 一 一 Z 一 ln(shz 十 wshzz 一 1 ) 一 >. 
因为 
chz 十 shxchzx 
2 2 一 
lim we 一 lim shz 十 vsh Z 一 1 lim vsh Z 一 1 lim chz(shz 十 vsh’:z 1 一 1 ， 
十 ca 十 oo e 十 co e ro Ed sh:zx—1 


所 以 , lim (yz) 一 0. 因此 ,直线 y 一 z 是 原 曲 线 的 源 近 线 
因为 当 y 二 0 时 chy 取 最 小 值 chy 王 1, 所以,z 必须 满足 ch:x 之 2 或 |z| 守 In(1 十 V2 ) 二 0. 88, 并 且 当 
3 一 0 时 , | z| 一 in(1 十 V2). 
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曲线 方程 也 可 表示 成 
(chz 一 chy)(chz 十 chy) 一 1， 
从 而 令 
chz 一 chy 一 上 ， 即 chz 十 chy 一 工 . 


所 以 ,对 于 第 一 象限 部 分 的 曲线 方程 可 表示 为 


t+ 十 
chz= » 
(0<it< V2 一 1). 
工 _， 
chy= 人 ， 
由 原 方程 知 2chzxshz2chyshy* y=0 或 y 一 chzsnz>0. 
chyshy 


因而 ,图 像 是 上 升 的 . 


wm_ (ch:zt+sh:x)chyshy— (sh? y+ ch’y)*。 y 。chzshz 
又 由 于 > 一 Cchyshy)? 


(ch’z+tsh’z)ch’ ysh’ y— (sh’ y+ ch’y)ch’ xsh’ x 
(chyshzx)’ 


» 


(ch2z 十 sh2z z)chz ysh:y— (sh’ y+ceh’y)ch’ xsh’ zx=ch’ rch y(sh’y— sh’: xz) sh zsh’ ych’y—ch’ zx) 
一 chz zch2 y(ch2 y 一 ch2z) 十 shzzsh2y(Cchzy 一 ch2z) 一 (ch2y 一 ch2zz)(chzzchzy 十 shzzsh2y) 
一 一 (chzzchz yt sh zsh’ y)<0. 
于 是 ,y <0 恒 成 立 . 所 以 ,曲线 呈 凸 状 . 
计算 几 点 的 坐标 如 下 : 


V2—1 
ln(1 十 V2) 


曲线 形状 如 图 2. 134 所 示 . 


图 2. 134 


作出 下 列 用 极 坐 标 (p,”)(r 之 0) 表 示 的 函数 的 图 像 : 

[1546Y -一 2 十 bcosp (0<a<b). 

解 ” 当 ac 一 时,r 一 a(1 十 cosp) ,这 就 是 心脏 线 , 如 图 2.135 所 示 . 

当 0<a<6b 时 ,其 几何 轨迹 叫做 蜡 线 ,由 于 r( 一 g) 二 r(g), 故 图 像 关于 极 轴 对 称 . 


由 于 当 r 之 0 时 , | 9| <a=arccos (一 公 ) ; 故 当 gp 一 0 时 r+ 有 极 大 值 r 二 a 十 5b; 当 gp 二 土 a 时 r 有 边界 的 极 
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小 值 > 一 0. 又 由 于 rr == 一 bsing<0, 故 当 g 由 0 变 到 a 时 ,r 由 a 十 b 变 到 0. 
当 r<0 时 ,a 之 |p| 志 x ,仿照 上 述 讨 论 ,r 由 0 下 降 到 a 一 6b. 
极点 O 为 二 重点 ,如 图 2. 136 所 示 . 如 果 不 考虑 ~<0, 则 极点 O 不 是 二 重点 . 


SO 
TD 
S 

\e) 


图 2. 135 图 2. 136 
[1547] r=asin3p (a>0). 


解 由 于 (98 二 至)=r(9), 故 函数 是 以 红 为 周期 的 函数 ， 函 数 的 存在 域 为 ， 
Op Eg 年 了 


为 此 ,只 要 讨论 0<y< 持 即 可 . 


>0，pE (0, 亚 )， 
r =3acos3 
<0，yE ( 竺 ,所 )， 


故 当 9 一 于 时 r 有 极 大 值 + 二 a; 当 p 一 0 及 全 时 有 极 小 值 > 一 0. 射线 


9 一 下 ,gp 一 全 及 gp 一 呈 为 图 像 的 三 对 称 轴 . 2.137 
曲线 在 点 O 自 交 且 为 三 重点 ,整个 图 像 有 三 个 形状 相同 的 辩 . 如 图 2. 137 所 示 . 
四 a 
F1548】 7 一 od (a>0). 


解 由 于 r(g+ 笃 )=r(9), 故 函数 = 是 以 2 为 周期 的 画 数 . 显然 图 像 关 于 极 轴 对 称 . 


函数 的 存在 域 为 ; | p| < 各 及 生 <<198|<< 于 .为 此 只 要 讨论 一 至 <<p< 斑 即 可 . 


一 工 
| re ( 6 ,0)， 


2Ccos3g)? >0, ye (0, 备 )， 
故 当 9 一 0 时 有 极 小 值 一 “, 当 9 由 0 单调 地 增 大 到 -6 时 ,r 由 4 单调 地 增 大 到 十 co ,在 这 种 意义 上 ,9 一 六 
为 曲线 的 渐 近 线 , 同样 地 p= 一 后 也 为 渐 近 线 . 


由 周期 性 可 知 , 当 p 一 士 等 时 有 极 小 值 > 一 .9 一 土豆 及 9 一 土 环 均 为 曲线 的 渐 近 线 ， 
最 后 ,还 要 研究 在 点 (a,0) 附 近 的 状态 . 为 此 ,只 要 考虑 在 该 点 切线 的 斜率 ， 


Esingt rcosg 
tana 一 至 一 一， 


dpcos9 一 rsing 
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再 以 全 一 一 32 代 人 上 式 , 即 得 
Pp 2(cos3g) 


3asin3gsingt 2acosgpcos3g 
3asin3pcosp 一 2asinpcos30 


于 是 ,tana| ，, 一 co , 即 在 (a,0) 点 曲线 的 切线 垂直 于 极 办， 
如 图 2. 138 所 示 . 


【1549】 一 “全 ,其 中 g>1 (a>0). 


tana 


解 由 于 


limr=limethe 一 十 -， lim r= lim athe 一 lim 一 -一 0， 
pl v"ip—1 gt grtop—l rt+och op 


从 而 ,曲线 以 gp=!1 为 渐 近 线 ,以 极点 为 渐 近 点 . 又 

1 
Dothp “(9 DD Zh 
(g—1)? 2 (Cp 一 1)chzp 


当 1<g< 十 oo 时 恒 有 (gp 一 1 一方 sh2p<0. 事 实 上 , 令 内 一 (9 一 D) 一 于 sh2p, 则 y(D) 一 一 村 sh2<0, 而 (人 


一 1 一 ch2p<0, 故 有 y(o 委 y(1)<0. 这 就 证 明了 当 1<p< 十 mm 时 恒 有 外 <0, 即 当 2 增 大 时 > 单调 减 小 . 
为 考察 当 一 十 co 时 曲线 的 变化 趋势 , 令 


y=xtanl, y=a sing. 
由 于 
y2—y1 =a sing Xtanl=a pe sing—a 2 cosgptanl 
a Leosp me a 2 cosptan1 一 athpcosp Pn ， 
从 而 ， 
limC ys 1 ) = limathgeosy ep 图 2. 139 


于 是 ,在 直角 坐标 系 下 , 当 > 十 中 时 ,曲线 一 a 下 和 以 直线 y 一 ztanl 十 4 zs 为 渐 近 线 . 


计算 几 点 的 坐标 如 下 表 : 
momaammamnamm 


综 上 分 析 知 ,曲线 是 螺 状 线 , 如 图 2. 139 所 示 . 


[15s0] cosg— 1. 
解 ”由 方程 容易 判定 ,曲线 关于 极 轴 对 称 .因而 只 需 在 0 万 g 志 7 范围 内 研究 图 像 .方程 可 化 为 
,一 ] 芋 V 1 一 4cosep 
2cosp 


由 于 必 有 1 一 4cosp 之 0, 故 角 的 最 小 值 应 为 gp 一 arccos 村 75"30' ,对 应 的 r 一 2. 由 ~>0 知 曲 线 方程 为 
1 V1 一 4cose 
2cosp 


y= l— v1l—4cosp 
2cosp 


心 | 呈 


(arccos <y< 了 于) ; (1) 


(<p x). (2) 
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首先 研究 方程 (1) 所 表示 的 曲线 的 图 像 . 因为 随 着 p 增加 ,2cosg 减 小 ， w1 一 4cosp 增 大 ,因而 > 随 9 增 
加 而 单调 增加 . 事实 上 , 易 证 时 >0. 又 


1 十 V1 一 4cosp -十 co， 


lim r= lim 
2cosg 


po p00 


所 以 , 当 > 十 cc 时 有 渐 近 线 9 一 郊 . 又 由 cosg 一 二 ,得 z 一 一 一, 故 当 r 一 十 co 时 x 一 1, 即 当 r 一 十 oo 时 ， 


曲线 与 直线 一 -无 限 接近 (直角 坐标 系 下 x 一 1 为 源 近 线 ). 
下 面 研究 拐点 .由 
decosg _r—2r(r—D)_ 2—r . dpg_2—r dr 二 
dr re ry Sn9 dr 3 ? dp 7 一 2sn9， 
从 而 ， 
dzr 3r2(r 一 2) 一 站 dr . rr’ (2 一 6r2) ., 了 3 
dg Cy dg sing 十 2s cos9 Ca Sin p+ os cosg 
(27r 一 6) 《7 一 1) rn 7 一 1 
《Cr 一 2)3 -4 |+ 志 3 r? 
rr— Or er) (rr 2) (1))} 
(Cr 一 2)? 


由 地 十 2( 束 ) 一 -各 一 0 得 2r 一 2 十 8r 一 6 一 0, 经 判别 知 ; 提 点 的 介 于 YE 寺 1 和 1 之 癌 


再 来 研究 方程 (2). 由 于 


工 一 VI 一 4cosp 1 ， 
2cosg 


lim r= lim 
v0 9 


一 到 时 ,r 一 1. 因而 点 (1, 和 于) 是 曲线 上 的 点 .又 


dr 
Em tp 去 (一 2sinp) (2cosp) 十 2sinp(1 一 VI 一 4cosp)] 
_2sine[(1 一 Y1 一 4cose)w1 一 4cosp 一 2coso] 2singL 1 一 4cosp 一 (1 一 2cose)] (3) 
(2cosg)’ W1 一 4cosy (2cosp)2 V1—4cosg 


容易 证 明 : f(g) 二 1 一 4cosp 一 (1 一 2cosp)<0. 事实 上 ,有 


/ 、 1 
f (p23ing (=i 1!) < 且 f( 至 )=0. 
又 因 当 pE ( 肥 ,x) 时 ,(3? 的 其 它 因子 均 为 正 , 故 得 颈 <0, 即 = 随 ?的 增加 而 单调 下 降 ,并 且 当 9 一 时 达 
到 极 小 值 


事实 上 , 民 经 过 p 一 x 从 负 变 到 正 . 
计算 几 点 的 从 标 列表 如 下 ， 


曲线 如 图 2. 140 所 示 . 


图 2. 140 


作出 下 列 曲 线 族 的 图 像 (a 表 参 变量 ): 
[1551] y= x:—2zx+a. 
提示 将 方程 变形 后 作 平移 ,并 就 a 之 1,a 一 1 及 a 过 1 讨论 抛物 线 顶 点 的 位 置 . 
解 ” 将 方程 变形 ; y 一 (a 一 1)= 二 (x 一 1)*. 作 平移 
z=zx +1 
y=y 十 (a 一 1)， 
即 得 标准 方程 y 一 z? ,此 为 旺 凹 状 的 抛物 线 . 
当 a>1 时 ,抛物 线 的 顶点 位 于 第 一 象限 ; 当 ac<<1l 时 ,抛物 线 的 顶点 位 于 第 四 象限 ; 当 a= 二 1 时 ,抛物 线 
的 顶点 在 (1,0). 不 论 a 为 何 值 ,此 抛物 线 的 顶点 位 于 直线 x 二 1 上 . 如 图 2. 141 所 示 . 


| 
i 
图 2. 141 


{1552] > 一 z 十 生 . 
解 ” 当 ac 一 0 时 为 直线 ?一 
当 “天 0 时 为 双 曲 线 族 ,其 图 像 可 由 ?一 = 和 ?一 生 相 加 而 成 ,它们 均 以 直线 y=z 和 xz 一 0 为 渐 近 线 . 


当 zx= |a| 时 ,有 极 小 值 y= 二 21a|; 当 z= 一 |a| (a 关 0) 时 ,有 极 大 值 y= 一 2|a|. 
如 图 2. 142 所 示 . 

[R1553】 y 一 z 士 wa(1 一 好) . 

解 > 一 z 一 十 Va(1 一 好) , 即 (y 一 z)2 十 az 一 4， 


名 一 一 工 十 9 

作 仿 射 变 的。 

当 0<a< 十 co 时 为 椭圆 族 ; 当 一 oo 二 a<0 时 为 双 曲 线 族 ; 当 a 二 0 时 为 直线 y 一 x 全 族 曲 线 均 通过 点 
(一 1, 一 1) 及 (1,1). 


1 
/一 双龙 从 /一 了 | 2 中 一 1 
光一 1 干 SY 0, 得 工 I 二 2' 则 1+4 之 0 或 o> 


2 


YT y 宇 工 时 上 式 取 负 号 ; 当 y< 工 时 上 式 取 正 号 . 于 是 , 当 yy 之 工 时 ,有 
a 罗 2 


(DD) 车 a>0; 则 当 z= 一 上 二 一时 ,由 于 y<0, 故 取得 极 大 值 y= VITa. 


则 原 方程 变形 为 人 十 部 一 <. 


V1l+a 
车 一 1 二 a<=<0, 则 当 z= 一 -时 也 取得 极 大 值 y 一 一 v1 十 a. 当 z 一 干 1 时 取得 边界 极 小 值 y== 干 1 
(a 天 0). 
(2) 由 于 yY<0, 故 曲线 是 凸 的 . 当 y< 和 xz 时 ,有 
(3) 若 a 守 0, 当 x 二 一 -用时 有 极 小 值 y 一 一 Vl 十 a. 若 一 1 二 4a 二 0, 当 z= -有 和 时 有 极 小 什 y= 


V1 十 a. 当 z 一 干 1 时 取得 边界 极 大 值 y== 干 1. 
(4) 由 于 之 0, 故 曲线 是 四 的 . 此外, 当 a<0 时 ,曲线 有 渐 近 线 ,容易 求 得 它们 为 > 一 (1 士 V 一 a)x. 
椭圆 族 、 双 曲线 族 与 直线 已 为 大 家 所 熟悉 , 故 图 略 . 


【15s4】〗】 y= 地 +e™. 


& 一 一 闻 十 y， 


解 原 方程 可 变形 为 > 一 乞 一 e“. 因 此 ,车 作 仿 射 变换 | 则 原 方程 化 成 标准 形式 


总 一 
后 一 ee 


当 a 关 0 时 ,表示 一 指数 曲线 族 ; 当 一 0 时 ,表示 直线 y 一 1 十 元 . 全 族 曲线 均 通过 点 (0,1). 


y = 于 一 er“. 令 y = 二 0 得 xz 一 二 In2a. 


六 =a?e-“ 之 0, 故 曲线 曙 咎 状 . 若 a>0, 则 当 xz 一 二 In2a 时 


有 极 小 值 ?= 序 (1 十 ln2a)i 


若 e 委 0, 则 因 >0, 故 函数 y 是 递增 的 . 
现 求 渐 近 线 : 当 a>0 时 ， 


k= lim > = lim (去 + 直 )= 去 ， 


了 十 co 十 oo 


b= lim (y—kx)=0, 
; 一 工 
故 渐 近 线 为 > 一杯， 图 2 143 
同 法 求 得 当 =<0 时 , 渐 近 线 也 为 ?一 却 , 然 此 时 应 考虑 z 一 一 co. 如 图 2. 143 所 示 . 


【15S5S] > 一 ze z 
解 全 族 曲线 均 通 过 原点 . 
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经 判别 知 : 

若 a>0, 当 xz=a 时 有 极 大 值 y= 二 ae :一 0.37ai 

车 a 二 0， 当 x= 二 a 时 有 极 小 值 y= 二 ae 1. 

拐点 zx 一 2ac，y 一 2ae 2 0.27a. 

容易 求 得 , 渐 近 线 为 y 一 0. 与 1554 题 类似 , 当 a 之 0 时 应 考虑 zx 一 十 co; 当 e<0 时 应 考虑 zx 一 co 
又 曲线 族 与 直线 ?= 工 在 原点 相 切 ,如 图 2. 144 所 示 . 


图 2. 144 


§13. 通 数 的 极 大 值 与 极 小 值 问 题 


【1556】 证 明 : 若 函数 ACz) 不 为 负 , 则 函数 
F(x)=Cf’° (x) (C>0) 
与 函数 /(zx) 有 相同 的 极 值 点 . 
证 ”如果 zo 为 F(z) 的 极 大 值 点 , 则 在 ze 点 附近 有 
F(zo)>F(r) (7z 天 To) (x) 
即 Cf? (zo)>CFz (z). 根 据 C>0, 以 及 f(x) 不 为 负 , 必 有 
flzo) 之 f(x) (Xx 在 x。 附近 , 且 x 关 xo) 
这 就 证 明了 zx。 点 也 为 f(x) 的 极 大 值 点 .反之 , 若 xo 为 f(x) 的 极 大 值 点 , 则 在 zo 附近 ,有 
f(xo)>f(r) (rx0). 
于 是 ， 
Cf’ (xo)>CfF (7), 
即 ( x ) 式 成 立 . 这 就 证 明了 ze 点 也 为 F(x) 的 极 大 值 点 . 同样 道理 , 若 zo 为 极 小 值 点 时 ,也 可 证 明 F(x) 与 
A(z) 有 相同 的 极 小 值 点 . 
【1557】 证 明 : 若 当 一 cc<z< 十 co 时 ,函数 p(z) 严 格 单调 递增 , 则 函数 
jz) 与 PCFCz)) 


有 相同 的 极 值 点 . 
证 设 zo 点 为 f(z) 的 极 值 点 ,例如 是 极 大 值 点 , 则 在 zo 点 附近 有 
flxzo)>f(r) (rxo). (1) 
因为 函数 p(z) 为 严格 单调 递增 的 , 故 也 有 
pf (xo))>p(f(r)) (ro). (2) 


这 就 证 明了 点 ze 也 是 pg(f(x)) 的 极 大 值 点 .反之 也 对 ,因为 由 (2), 从 p(z) 的 严格 单调 递增 性 质 知 必 有 
(1). 另 一 种 情形 , 即 设 点 ze 是 极 小 值 点 时 ,也 可 类 似 获 证 . 于是, 原 命题 得 证 . 
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【1558】 二 正 数 的 和 等 于 常数 <, 求 此 二 正 数 的 mm 次 寡 与 次 宪 (m>>0,z>>0) 之 积 的 极 大 值 . 
提示 设 一 正 数 为 ,由 题 设 ,我 们 只 要 求 函 数 f(z) 二 x”"(a 一 x)"(0< 之 zx 之 a;m 之 0,n 之 0) 的 极 大 值 . 
解 ” 设 一 正 数 为 x, 则 按 题 设 , 我 们 只 要 求 函 数 

f(r)=zx”"(a—zx)"” (0<z<a) 


ma 


的 极 大 值 . 由 于 f(x)==x”"!(a 一 xz)" i[ma 一 (m 十 n)xj, 故 车 令 f (xz) 二 0, 即 得 z 一 地 人 当 0<z< 二 


ma 


时 ,f(z)>0; 当 二 十 7a 时 ,了 f(x) 过 0. 因此 , 当 x= 


时 ,f(z) 有 极 大 什 


m 
mn mn 
f(z ) ee ek 


【1559】 二 正 数 的 乘积 等 于 常数 <, 求 此 二 数 的 mm 次 寡 与 ”次 宪 (m>>0,z>>0) 之 和 的 极 小 值 . 
解 ” 设 一 正 数 为 zx, 则 按 题 设 ,我 们 只 要 求 函 数 


HzD=m 十 (全 ) (0<z<+co) 


+n n 
7 _mz” "—na 
f (TT 


1 


令 f (zx) 一 0, 得 x 一 ( 生 )”"a5 和 .显然 ,在 此 点 的 左边 ,f(z) 过 0, 而 在 此 点 的 右边 ,有 fz) 之 0, 故 知 当 


了 
m 
zx 一 (三 ) “az 和 5 时 ,函数 f(x) 有 极 小 什 
_1 poe 1 
/[ (至 )™ a |- (m+n) (A ). 
【1560】 当 对 数 之 底 取 何 值 时 存在 这 样 的 数 , 它 本 身 和 它 的 对 数 相 等 ? 
解 解法 1: 
设 所 求 之 数 为 a, 则 对 于 0<a<1,，1<a< 十 ce 及 z>0 时 
log.z 一 Z 或 ar 一 2 (1) 
问题 即 为 取 怎 样 的 数 a, 上 式 才 成 立 . 
为 研究 使 (1) 式 成 立 的 a 及 相应 的 x 的 取 值 情 况 ,我 们 在 直角 坐标 系 内 取 曲 线 
y=a’, 
(2) 


yy 一 工 。 


在 交点 处 ,方程 (1) 与 (2) 等 价 (图 2. 145). 


图 2. 145 


注意 ,指数 曲线 y 一 a 与 直线 y= 二 x 是 否 有 公共 点 ,就 看 其 差 
A= f(x)=a’—z 
有 无 使 A 二 f(z) 一 0 的 点 xz. 
设 y 二 a 与 y= 二 x 相 切 于 一 点 (zo ,at?), 此 时 f'(xo)=0, 即 有 
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azo lnao 一 1 一 0. (3) 
从 4 二 0 知 有 (1), 即 

alo — zo =0. (4) 
由 (3) 和 (4) 可 解 得 

am 一 时， zo—e. (5) 
当 a>ao 时 , 易 见 y 一 az 比 y 一 ai 远离 直线 y 一 z. 故此 时 无 交点 .实际 上 ,注意 到 有 5 之 z+, 并 记 g(ayz) 一 
ar, 对 于 x 守 0, 只 要 ae>a 就 有 a 记 af 守 zx; 也 即 g(ao ,Xx) 是 g(a,x) 的 极 小 值 . 故 当 a>ao 时 ,y= 二 a 与 y 二 x 
无 交点 .而 当 0<a 生 ae 时 ( 且 要 求 a 关 1) ,此 时 (2) 有 和 解 , 从 而 (1) 有 和 解 . 如 图 2. 145 中 曲线 四 .@ .@ .四 所 示 . 

解法 2: 


设 f(x) 一 e 旦 , 则 由 (xz) 一 时 . 二 0 得 z+ 二 e. 显然 当 工 通过 ee 时/'(x) 由 正 变 负 , 故 知 f(e)== 


1 一 Inz 
2 


em1.445 为 极 大 值 . 从 而 ,0 二 x* < 委 efs . 
因此 , 当 0 一 a 委 时 且 a 天 1 时 ,有 logsxt =x. 
【1561】 从 面积 为 给 定 值 S 的 一 切 和 矩形 中 , 求 其 周 长 为 最 小 者 . 


解 设 短 形 的 一 边 长 为 z, 则 另 一 边 长 为 之 , 周 长 为 
f(z)=2(z+ 之 )， 
按 题 设 ,我 们 只 要 求 其 最 小 值 . 
由 于 f(x)=2 (1 一 襄 )， 故 令 f'(z)= 二 0, 即 得 z=VS. 由 f“(Y5)>0 知 ,此 时 f(z) 有 极 小 值 . 又 由 于 


极 值 的 唯一 性 ,故此 值 也 为 最 小 值 . 因此 ,所 求 的 矩形 为 以 WS 为 边 的 正方 形 . 
【1562】 若 直角 三 角形 的 一 直角 边 与 斜 边 之 和 为 常数 , 求 具 有 最 大 面积 的 直角 三 角形 . 


解 ” 设 一 直角 边 为 x, 则 按 题 设 , 另 一 直角 边 为 Vv (a 一 x): 一 xz? = Va’ 一 2az , 故 直角 三 角形 的 面积 为 
SCz) 一 也 zx Va’:—2ar. 


利用 极 值 的 解法 得 : 当 二 全 时 ,S(x) 值 为 极 大 值 . 又 由 于 极 值 的 唯一 性 , 故 知 当 zx 二 号 时 ,SC(z) 取 最 


大 值 . 此 时 斜 边 为 "一 z=a 一 号 一 卫 a, 它 为 直角 边 的 两 倍 ,故此 三 角形 的 两 锐角 分 别 为 30" 及 60”. 


本 题 也 可 用 1556 题 的 结论 求 得 结果 .事实 上 , 令 F(z)=4S:(z), 则 ECz) 与 SCz) 有 相同 的 极 值 点 ,对 
F(z) 求 极 值 可 得 间 样 的 结果 . 
【1563〗 要 使 容积 为 给 定 值 V 的 圆柱 形 闭合 容器 有 最 小 的 表面 积 , 其 尺寸 如 何 ? 


解 ” 设 容器 的 底 半 径 为 zx, 则 高 为 采 = 5 , 故 圆柱 体 的 表面 积 为 


SGCz) 一 2rr。 -十 2 。 
nx 


由 于 


4rz3 —2V 
S'(z) 一 -IE 人， 


令 S 0 得 z=/ 亚 . 由 S (MV 严 ) >>0 知 ， 当 z=~A/ 世 时 ， SGCz) 有 极 小 值 
s(VY )- a. 
由 于 只 有 一 个 极 什 , 放 知 当 底 半 径 为 / 严 ,而 高 为 -一 2 和 /更 时 有 最 小 表面 积 V547V. 
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【1564】 在 不 超过 半圆 的 给 定 弓 形 内 作出 具有 最 大 面积 的 内 接 和 矩形 . 
解 ” 由 图 2.146 知 ,不 妨 设 圆 的 半径 为 单位 长 度 , 则 
OA=cosp, BC=sing, BA 一 cosa 一 cosy. 
从 而 ,矩形 面积 为 
S(a)=2BC. BA=2sina(cosa— cosg) = sin2a— 2sinacosg. 


而 


S’(a)=2cos2a— 2cosacosg=4cos’a— 2cosacosg—2,， 


令 S'(a) 二 0, 可 得 


cosg+ Vvcos op 十 8 
了 。 


COSa 一 


图 2. 146 
注意 到 a<y 入 六 , 故 cosp 委 cosa. 于 是 ,有 
S(o) 一 一 4sin2c 十 2cospsina< 委 一 4sin2a 十 2cosasina 一 一 3sin2a<<0. 
这 就 说 明 
a 一 arccos cosp+ Veosr et8 
是 使 SC(a) 达 到 极 大 值 的 点 ,也 就 是 说 此 时 马 形 内 所 对 应 的 内 接 和 矩形 面积 最 大 . 
【1565】 在 椭圆 y 


2 2 
之 2 
二 十 和 一 1 


中 ,作出 具有 最 大 面积 而 边 平行 于 椭圆 轴 的 内 接 和 矩形 . 


解 如 图 2.147 所 示 . 
由 于 点 M(z,y) 在 酉 圆 上 , 故 适合 方程 五 十 发 一 1 — 
解 之 ,得 ?一 二 Vi 一 卫 . 于 是 , 按 题 设 , 求 函 数 图 2. 147 


F(z) 一 4z。 之 CQ2 一 并 
当 z 为 何 值 时 最 大 , 记 C 一 1 六 ,利用 1556 题 的 结果 ,7(z) 与 F(z) 一 CF?(z) 一心 ( 必 一 z2) 有 相同 的 极 什 
a 


当 xz 一 亿 时 ,有 已 (全 )= 一 4 一 0， 


2 
点 .但 己 (z) 一 4z( 全 一刀) , 令 已 (z) 一 0, 则 z 一 0( 不 适合 ),z 一 启 . 惫 


2 


故 f( 亡 ) 一 246 为 最 大 面积 . 此 时 内 接 和 矩形 的 边 为 aVZ 和 6V5. 


【1566】 在 底 边 为 6 及 高 为 h 的 三 角形 中 ,作出 具有 最 大 周 长 c 
的 内 接 和 矩形 ,研究 此 问题 有 解 的 可 能 性 . 
解 ” 如 图 2. 148 所 示 . 


AB=6,CD=h. 由 于 闫 一 4 学 , 故 z 一 他 Ch 一 y). 矩形 的 周 长 为 


2 一 ?| > 十 万 » | ?| (1 2 )y+6]. 
显 见 , 当 A 一 4 时, 周 长 p 一 26 为 一 定 值 ; 当 A>8 时 ,加 之 0, 刀 单调 增加 ， 
故 当 y= 时 有 边界 的 极 大 值 p 一 2h; 当 h<b 时 , 思 , 过 0,p 单调 减少 , 理 图 2. 148 
论 上 当 y=0 时 有 边界 的 极 大 值 25. 但 作出 的 内 接 矩形 不 允许 边 长 为 
零 , 故 当 h<b 时 作出 的 内 接 矩 形 有 最 大 周 长 是 不 存在 的 , 即 此 时 间 题 无 解 . 
【1567】 从 直径 为 4 的 原木 (圆柱 横 截 面 ) 切 出 横 截 面 为 矩形 的 梁 , 此 矩形 的 底 等 于 和, 高 等 于 六 车 梁 
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的 强度 与 bh? 成 正比 , 问 梁 的 尺寸 如 何 ,其 强度 最 大 ? 
解 ” 由 于 如 十 有 一 d? , 故 甩 二 d? 一 所 , 按 题 设 , 我 们 只 要 考虑 函数 
f(b0)=6(d:—Pb) 
何 时 取 最 大 值 . 


/ 2 212 人 7 一 1 一 工 凡 一 ， 
由 于 了 f(6)==d? 一 35 , 令 f'(5) 二 0 得 6b 万 此 时 二 dV/ 大 (0) 6p<<0, Fo) 的 值 最 大 . 因此 


所 求 矩 形 的 底 为 -后 ,高 a/2. 
[1568】 在 半径 为 R 的 半球 中 作出 具有 最 大 体积 且 底 为 正方 形 的 内 接 长 方 体 . 
解 ” 设 底 边 之 一 半 为 z, 则 按 题 设 , 有 
2z2: 十 并 一 
其 中 y 为 长 方 体高 之 一 半 . 解 之 ,得 y= VR 一 227. 由 题 设 ,我 们 只 要 考虑 函数 
f(A y= 4 VR 2 


何 时 取 最 大 值 . 
fn) = 

令 f'(z)=0 得 < 一个 ,此 时 ?一 六 .经 经 判别 可 知 ， /( 芝 ) 什 为 最 大 因此 ,所 求 的 长 方 体 之 底 、 宽 、 高 分 别 为 

舞 ， 摊 , , 硼 ' 而 最 大 体积 为 


R 4R: 
几 ( 启 )3 
【1569】 在 半径 为 只 的 球 内 作出 具有 最 大 体积 的 内 接 圆柱 体 . 
提示 设 贺 柱 体 的 底 半 径 为 ,高 为 2h, 则 及 二 VR? 一 户 . 由 题 设 , 我 们 只 要 考虑 函数 fr) 一 2rr2j 一 
2xr? VR 民 一 过 何 时 最 大 . 
解 ” 设 圆柱 体 的 底 半径 为 r, 高 为 24, 则 有 
十 有 二 
即 h= YVR’ 一. 按 题 设 ,我 们 只 要 考虑 函数 
fn =2arh=2rr VRi—7 
何 时 取 最 大 值 . 


/一 2 一 39, 令 /1 一 0 得 7 一 A/ 子 R, 此 时 /所 , 且 
fH)=/(V2R) -4 


经 判别 可 知 , 此 值 即 为 圆柱 体 体 积 的 最 大 值 . 
【1570】 在 半径 为 R 的 球 内 作出 具有 最 大 表面 积 的 内 接 圆柱 体 . 
解 ” 如 图 2. 149 所 示 , 圆 柱 体 的 表面 积 为 
S 一 2r(Rcosp) + 4x(Reosg) (Rsing)=xR’ (1 十 cos2p) 十 2rRzsin29， 


由 生 一 0 得 tan2p 一 2. 记 其 解 为 
1 
go = Zarctan2, go € (0, 子 ). 


= 二 ,coszm 一 上. 又 由 于 


,Sin2 
于 是 ,sin2g 一 启 万 
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i 一 一 4xR'| 2sin2p 十 cos2p] 一 ”~ 
一 一 4xR2:| 2sin2go 十 去 sin2go ] 一 一 IOrR?sin2go<<0， 
故此 时 表面 积 最 大 , 且 最 大 表面 积 为 和 
2 1 2 。 2 2 > 
S=xR (+ 请 )+2nR 后 一 mR' (+HV5) 0. 81 X 4rR2. 
从 而 , 球 内 接 圆柱 体 的 最 大 表面 积 约 为 球面 面积 的 81%. — 一 
【1s71】 在 已 知 球 外 作出 具有 最 小 体积 的 外 切 圆锥 体 . 图 2 149 


解 设 外 切 加 锥 体 的 底 半 径 为 ,高 为 有 , 球 的 半径 为 民 ， 
则 可 求 得 4 一 -2 ,于 是 ,外 切 图 锥 体 的 体积 为 


1 2Rz2 2 并 


VvV= 3 TZ2 。 元 一 本 二 了 " TR (zx>0) 
由 
dV_4 TT—2R) 
dr BR CR 0 
得 x 二 VY2R, 经 判别 可 知 ,此 时 体积 最 小 , 且 
2 .4 
V 二 2 3 TR3 . 


所 以 ,外 切 圆锥 体 的 最 小 体积 是 球体 体积 的 二 售 . 
【1572】 求 母线 为 给 定 值 i 的 圆锥 体 之 最 大 体积 . 


解 ” 设 贺 欠 体 的 底 半 径 为 ,高 为 , 则 一 VE 一 疡 ,圆锥 体 的 体积 为 地 wrh 一 计 xr VE 一 严 . 按 题 
设 ,只 要 求 函 数 
f=r rr) 
的 最 大 值 . 


由 于 /==4L 记 一 6r5, 令 (由 一 0 得 7 一 计 刀 此 时 = 店 - 经 判别 可 知 ,f( /过 中) 最 大 ,因此 ， 


所 求 的 图 锥 体 的 底 半 径 为 \/ -4 高 为 所, 体积 最 大 值 为 A(\/ 二 /) 一 知人. 


【1573】 在 顶 角 为 2a 底 半 径 为 R 的 直 圆 锥 体 中 作出 具有 最 大 表面 积 的 圆柱 体 . 
解 设 r 及 h 为 圆柱 体 的 底 半 径 与 高 , 玉 为 圆锥 体 的 高 (如 图 2.150), 按 题 设 , 只 要 求 函 数 
S=2xr’ 十 2xrh 

的 最 大 值 . 由 于 


B 
MN_AN h _R—r _R—r 
BD AD' 寻 HF R' 歼 h RF \ 
其 中 电 == Reota 是 已 知 常数 . 于 是 ， 
Ss=/0=2r[r+rH(1 一 页 )| (0&r<R), M 
f'(n=2r(2r+H-H). 
令 f(z)=0, 得 r 一 元 地 所 ' 此 值 应 在 0 与 R 之 间 , 即 H>R “ 
~ 工 » r 2CH—R)’ AV 0 与 间 , 即 五 这 与 
R_ 1 2 
百 二 tana< 了 .经 判别 可 知 , 此 时 f(7) 为 最 大 ,因此 ,所 求 的 圆柱 体 2 150 
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1 R 、 1 本 
当 tana< 太 及 r 二 ztT 一 wn) 时 达到 最 大 值 . 当 tane 之 -3 即 HS<2R 时 ,由 于 f(r) 一 家 [C2R 一 H)r+ 


H(R 一 站 ] 大 于 零 . 因此 , 当 r== 尺 时 ,达到 边界 的 极 大 值 ,但 是 , 当 r 一 R 时 ,显然 有 hh 一 0, 于 是 ,得 到 的 解 可 
以 考虑 作为 一 个 扁平 的 圆柱 体 , 它 的 两 底 都 与 已 知 圆锥 的 底 重合 ,而 全 表面 积 为 2xR”. 

【1574】 求 从 点 M(p,p) 到 抛物 线 y? 二 2pz 的 最 短 距离 . 

解 ” 按 题 设 , 只 要 求 函数 


4 
f= Cr—p) :+ y—p)! =z +2p’ 2py— 2 +2p’: —2py 


的 极 小 值 . 
由 于 f(y) = 了 邻 f'(y)==0 得 y=V2p, 此 时 z= 经 判别 可 知 ,fY2p) 为 最 小 , 因此 ,所 
求 的 最 短 距 离 为 


V7 pA (C1) + (NE 1)’ =pWY2 b+ pW/E DW 


【1575】 求 从 点 A(2,0) 到 圆 十 Y 二 1 的 最 短 与 最 长 距离 . 
解 显 见 ,最 短 距 离 为 1, 最 长 距离 为 3, 事 实 上 ,用 微分 法 也 可 解 之 ,只 要 求 函数 
(x—2):+ y=5—4x= f(x) 


的 极 值 . 
由 于 f(x) 一 一 4<0, 故 f(z) 递减 ,因此 , 当 x= 一 1 时 ,有 最 大 值 Vf( 一 1) =3; 而 当 x==1 时 有 最 小 值 
VC1) =1. 
【1576】 求 椭圆 五 十 发 =1 (0<6<a) 的 经 过 顶点 (0, 一 已 的 最 大 弦 . 
解 ” 按 题 设 ,我 们 只 要 求 函 数 
卫 十 (? 十 仿 : =z 十 y 十 26y+b = (“2y ) 十 交 十 28y 十 灵 


一 (1 一 揽 ) 交 十 2539 十 (@ 十 共 ) 一 3) 


3 3 


的 最 大 值 .为 此 , 先 求 得 /(y) 一 2 (1 一步 )y 十 232. 令 f(y) 0, 得 y= 一 声 一 气 《c 一 Var 一天), 此 时 


2 6 4 
二 2 一 a2 一 人 .二 =o 人 1 5 )， 


或 


经 判别 可 知 ,此 时 弦 长 为 最 大 值 , 且 其 值 为 
(1- 气 ) 二 (所 + 一 二. 


此 即 最 大 弦 长 . 弦 的 一 端点 为 0, 一), 另 一 端点 为 (土生 V2 一 35， 每) ,但 仅 当 5< 各 时 ,V2 一 287 才 


万 
有 意义 . 


若 绽 万 ' 则 由 于 


10)=2(1-- 稍 )+2p>2(1- 禾 ) (一 +26= 给 >0， 
故 当 > 一 56,z=0 时 ,取得 弦 长 的 边界 最 大 值 , 此 时 最 大 纺 长 为 26. 
【1577】 过 棋 贺 五 十 区 一 1 上 的 点 Mtz,y) 引 切线 ,使 由 此 切线 与 坐标 轴 构 成 的 三 角形 具有 最 小 的 面积 
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解 切线 斜率 为 《一 一气 = ,于 是 ,切线 方程 为 
四 人 
Y—y 3 ). 


不 失 一 般 性 ,可 设 点 M 在 第 一 象限 . 它 在 两 坐标 轴 上 的 截 距 分 别 为 和 和 与. 因此 ,所 求 三 角形 的 面积 为 


apb __ ap 


2zy 2z MWa2 一 2 


按 题 设 , 我 们 只 要 求 函数 
f(r)=x (a:— xz’) 
的 最 大 值 . 为 此 , 先 求 得 
六 (z) 一 2a27 一 4z3. 
令 7CD-0, 得 z 一 每, 此 时 ?一生 ,经 判别 可 知 ,y( 看) 为 最 大 值 因此 ,所 求 的 点 为 (各, 廊 )' 三 角形 而 
积 的 最 小 值 为 ob， 
【1578】 直径 相同 的 圆柱 体 与 半球 体 拼接 在 一 起 构成 一 物体 ,其 体积 为 给 定 值 V. 要 使 此 物体 具有 最 
小 的 表面 积 ,其 尺寸 如 何 ? 
解 设 为 圆柱 体 的 底 半 径 , 为 其 高 , 则 按 题 设 , 我 们 有 


VY= 羡 rz 二 xz 或 有 一 让 一 和子 


故 知 其 表面 积 为 


SCz)=3xz 十 2rr( -一 二 站) 一 号 mz 十 下 


/10 ,2V 
Sm 一 3 本 rr 7 


3 3 3 3 
令 S (=0, 得 r 一 \/ 号 ,此 时 AAA/ 让 .经 判 别 可 知 ,S(A/ 红 ) 为 最 小 值 .因此 , 当 r 一 4 一 A/ BY 时 表面 积 


最 小 . 

【1579】 若 明 渠 的 横 截 面 为 等 腰 梯 形 , 炬 中 流水 的 横 截面 面积 为 S, 水 面 的 高 为 A, 问 水 汇 侧 边 的 倾角 
9 如 何 , 才 使 其 横 截 面 边 界 被 水 浸 湿 的 部 分 具有 最 小 的 长 度 ? 

解 浸 湿 长 /二 a 十 2hcscg, 其 中 a 为 底 边 长 ,而 截面 面积 为 


S 一 于 (26 十 2kcotp)j 一 ok 十 尼 cotyg， 


于 是 ,被 水 浸 湿 部 分 的 长 度 为 l=2hescg+ 2 —heotg. 


dl_ _2hcosgp hh  、， 1 a 
由 a sinig + sing 0, 得 cosg 一 万 9 60". 因为 


2 3 -一 
和 2hsin'g hsin2g( 1 一 2cos9p) 一 0， 
9 9 一 60 SIn 9 9 一 60" 


所 以 , 当 9 一 60 时 , 横 截 面 被 水 浸 湿 的 部 分 具有 最 小 的 长 度 . 
【1580】 设 封闭 曲线 所 围 面积 为 S, 则 该 曲线 的 周 长 与 面积 同 为 S 的 圆 的 周 长 之 比 称 为 封闭 曲线 的 
“弯曲 度 ”. 
设 等 腰 梯 形 ABCD(ADV BC) 的 底 边 4D= 2a ,锐角 BAD=c，, 问 等 腰 梯 形 的 形状 如 何 , 才 有 最 小 的 弯 
曲 度 ? 
解 ” 设 腰 AB=CD 一 0, 则 梯形 的 周 长 为 
一 4c 十 20(1 一 cosa) ， 


梯形 的 面积 为 


S 一 (2a 一 pcosa)psina。 


- 
令 S 一 xR? 和 R=— Vv (2a—bcosa)bsine, 
~ xR* 得 
相应 的 圆周 长 为 L=2xR=2 Vr(2a 一 pcosa)psina . 
令 弯 曲 度 为 K, 则 
K= 1! _ 2at+6b(l— cosa) 


L Vrx(2a—bcosa)bsina 
由 9 一 0, 得 0 一 asec? 到 . 可 以 验证 , 当 AB==CD= asec? 9 时 ,具有 最 小 的 弯曲 度 ,此 时 ,梯形 恰好 外 切 于 


某 圆 . 
【1581】 从 半径 为 尺 的 圆 中 应 切 去 怎样 的 扇形 ,才能 使 余下 的 部 分 可 卷 成 一 漏斗 ,其 容积 为 最 大 ? 


解 ” 设 余下 部 分 的 中 心 角 为 x, 则 漏斗 ( 呈 圆 锥 形 ) 底 的 周 长 为 Rz, 底 半径 为 2z(R 为 原 圆 的 半径 ) ,其 


RE) RV 
2x 2r 
其 容积 为 
1 /Rr\*R 7 5 
V= 椰 x( 至) 去 Vr xr -让 Rr Vr zx. 


按 题 设 ,我 们 只 要 求 x 为 何 值 时 ,函数 f(z) 一 x'(4x: 一 x?) 的 值 最 大 .为 此 , 先 求 得 
f' (x)=16r x 一 6zs. 


令 f(z) 二 0, 要 注意 不 允许 +==0, 得 x 一 2x 和 /也 .经 判别 可 知 ,f (2x 人 /之 ) 最 大 . 因此 ,所 切 去 的 扇形 的 
中 心 角 应 为 


2x(1 一 地 ) 
【1582】 从 南 至 北 的 铁路 经 过 B 城 , 某 工 厂 A 距 此 铁路 的 最 短 距 离 为 akm, 距 偏 北面 之 B 城 所 在 纬 线 
的 距离 为 bkm. 为 了 从 A 到 B 运输 货物 最 经 济 ,从 工厂 修建 一 条 专线 铁路 ,车 每 吨 货 物 沿 专 线 铁路 运输 的 
价格 是 p 元 /km, 而 沿 常规 铁路 为 g 元 /km(b>>9)， 则 专线 应 向 常规 铁路 取 怎 样 的 角度 gp? 
解 ”如 图 2. 151 所 示 , 所 需 运 费 为 8 
AM 一 (一 acotp)9 十 wa 十 azcotz gp =gb—agcotgt pacscg. 


dM_ ag apeos oO 2 
dp sinp sinzp 0, 得 甸 一 arccos .又 pb 
dM 1 
三 ap ~— 0， 
dg 9 一 9 Singo 


故 当 arccos 一 p Larctan 了 时 ,go 二 arccos 六 ,相应 运费 最 省 ，; a 


b 
图 2. 151 


由 


当 arccos <arctan 六 时 ,qo 一 arctan 到 ,运费 最 省 . 


K1583】 两 船 各 以 恒定 的 速度 和 wv 沿 直线 前 进 , 二 者 前 进 方向 所 成 的 角 为 9. 车 在 某 时 刻 它们 到 其 路 
线 交 点 之 距离 分 别 为 a 和 5, 求 二 船 的 最 小 距离 . 
解 ” 设 两 船 与 路 线 交 点 的 距离 分 别 为 a,5 时 的 时 刻 to 二 0, 则 时 刻 为 1 时 两 船 的 距离 ;适合 下 式 ，; 
二 (a 二 wut) ?十 (b 二 vt)? —2(a+ ut) (6 wt) cosh. 


由 2s 可 二 2(a 十 uf)u 十 2(65 十 vt)v 一 2(Bbu 十 2uvt 十 av)cos0 二 0, 解 得 
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al 十 Do 一 (au 十 pw)cosb 
22 十 请 一 2xzpcosg “ 


于 是 ,相应 地 有 
5 一 (&2 十 要 一 2apcosb) 十 2[(az 十 po) 一 (az 十 bz)ycosg] 二 十 (要 十 只 一 2xocosp) 妊 


一 了 二 Tp {Ce + 2abcosg) (Ww + —2uveosb) —2[ Caut- bw) — (avt bu) cosg] 
wu DT S 


二 [Cautbv) — (avt bu) cos0]: } 
[Cav— bu) sing 


uv 2uvcosO 


经 判别 可 知 ,此 时 :最 小 : 


[av—bu | sing 


Vu 二 2zocos 
又 两 船 的 最 小 距离 也 可 在 与 一 0 之 前 达到 . 类 似 地 ,可 求 得 最 小 虐 离 为 ;一 2eteulsin9 
AWa 十 只 一 2xmcosl 


总 之 ,两 船 间 的 最 小 距离 为 


| av 二 bu | sing 
WE 十 证 一 2uvcosg 
【1584】 在 4 与 日 二 点 处 各 有 一 光源 ,其 发 光 强 度 分 别 为 Si 与 Sz. 在 线段 AB 一 a 上 求 出 最 小 照度 的 
点 M. 
解 设 4AM=z, 则 照度 


5 


= 
I 0 
dl 25 2S 有 4 1 外 
由 科 一 一 全 十 世人 一 0 得 Si 一 Si(e 一 z!. 解 之 ,得 
3 一 1 
并 a(1+ 诗 ) 、 


经 判别 可 知 ,此 时 照度 最 小 . 

【1585】 发 光 点 位 于 半径 为 RR 与 +-(R>r) 的 二 互 不 相交 之 球 的 连 心 线 上 ,并 在 此 二 球 的 外 面 ,此 发 光 
点 的 位 置 如 何 , 才 可 使 二 球 表面 上 被 照明 部 分 之 和 为 最 大 ? 

解 ” 设 发 光 点 离 大 球 中 心 之 距离 为 xz, 两 球 中 心 之 距离 为 a, 则 按 球 冠 面 积 公式 推 知 被 照明 部 分 面积 之 
和 为 


S=2xR(R 一 人 )+2rr(r— a ) ， 


a 


式 中 工 应 满足 尺 二 x 志 a 一 r+. 由 


dS5_ pp. 
dz 2rR zx 和 人 70 
得 
a 
一 39 
rr V2 
1 十 ( 南 ) 


又 由 z 委 < 一 ”可 得 


RY /R 
Se" 即 a 守 r 十 R 地， 


经 判别 可 知 ,此 时 被 照明 面积 最 大 . 
当 R+r<a<r+RA/ 全 时 ,显然 有 z=a 一 ~, 经 判别 可 知 , 此 时 被 照明 面积 也 为 最 大 . 


【1586】〗 设 圆 桌面 的 半径 为 a, 应 当 在 正 对 桌面 中 央 多 高 的 地 方 安置 4 
电灯 , 才 可 使 桌面 边缘 的 照度 为 最 大 ? 
解 ”如 图 2.152 所 示 . 由 物理 学 知 , 照 度 了 为 


1 一 1 到 2 一 7 于 全 《7 为 光源 的 发 光 强度 , 它 是 常数 )， 


2—a’ 1 2 ， 4 6a2 
考虑 函数 (7) 一 咎 二 一文 一 每 何 时 最 大 ,f(r) 一 一 六 十 六 一 


6 , 令 /CD 一 0 得 r 一 A/ 到 a. 经 判别 可 知 ,j( /和 ) 最 大 .因此 ， 


r 


我 们 应 在 高 h 一 /也 “ 一 一 乍 的 地 方 安置 电灯 , 才 可 使 桌面 边缘 上 的 四 2 152 


照度 为 最 大 . 

【1587】 向 宽 为 a 的 河 修建 一 宽 为 5 的 运河 ,二 者 成 直角 相交 , 问 能 驶 进 这 运河 的 船 ,其 最 大 的 长 度 如 
何 ? 

解 ” 如 图 2. 153 所 示 . BC 的 长 度 为 


,_bsin’g—acos’g 
l=acscptbsecp. { cos! poin? gp 


令 /==0 得 tangpo 一 (各) 或 cotm 一 (之 )” ,从 而 有 


a 


《时 十 于) a3 二 六 
CSCqo TT I, Secfp 一 人 人 人， 
a3 b3 
b a 
/ 本 =3 (msn + its )>0" 图 2. 153 
9 一 90 


因此 ,4| ,为 最 小 值 , 即 船 的 最 大 长 度 为 1 ， 一 (of 十 好 六 

【1588】 船 航行 一 昼夜 的 耗费 由 两 部 分 组 成 :固定 部 分 等 于 。 元 ,变动 部 分 与 速度 的 立方 成 正比 增加 ， 
在 怎样 的 速度 "时 , 船 航行 最 为 经 济 ? 

解 “ 设 航行 的 全 路 程 为 *, 速 度 为 v, 则 总 耗费 为 


Q= (a+kw) = kw. 
VU Uv 


由 汽 ==0 得 一 A/ 各 . 经 判别 可 知 , 此 时 船 航行 最 经 济 ， 


【1589】 重量 为 P 的 物体 位 于 粗糙 的 水 平面 上 , 需 用 力 把 物体 从 原 位 置 移动 . 若 物 体 摩 擦 因子 等 于 ， 
问 作 用 力 对 水 平面 的 倾斜 程度 如 何 , 才 使 所 需 的 力 为 最 小 ? 
解 ” 设 作用 力 下 对 水 平面 的 倾角 为 a, 则 
Fcosa=k(P— Fsina), 
即 


— kkP 
cosa 十 Rsina 


令 y 二 cosa 十 ksina, 为 使 下 最 小 ,只 要 使 y 最 大 .由 

yy 二 一 sina 十 kcosa 二 0 得 ao 二 arctank, 此 时 
次 一 一 cosao — ksinao 和 1 十 民 < 之 0. 即 当 om 二 arctank 时 ,y 为 最 大 值 , 从 而 下 为 最 小 值 , 也 即 此 
时 用 力 最 省 . 

〖1590】 有 一 茶杯 ,其 形状 为 半径 为 a 的 半球 ,在 茶杯 中 放 一 长 为 />2a 的 杆 , 求 杆 的 平衡 位 置 . 

解 ” 取 球 心 为 坐标 原点 . 当 2e<<! 委 4a 时 , 设 杆 的 质心 的 纵 坐 标 为 y, 杆 对 杯 口 所 在 平面 的 倾角 为 p, 则 
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Z Lg 
3 一 一 (2acosg 一 去 ) sing 《0<9< 了 )， 


当 杆 平 衡 时 ,y 最 小 ,为 此 , 求 y 的 极 值 . 由 光一 一 4acos:g 十 孝 cosp 十 2a 一 0 得 


cosg— LH le 〈 负 值 不 合适 ,会 去 )， 
经 判别 可 知 , 此 时 y 取 最 小 值 , 即 当 cosp 一 个 六 咎 8- 时, 榜 取 平衡 位 置 . 
当 />4a 时 , 杆 的 质心 必 在 半球 心 外 ,于 是 ,此 时 杆 失 去 平衡 ,无 平衡 位 置 


§14. 曲线 的 相 切 . 曲率 国 . 渐 慑 线 


1” 2 阶 相 切 ”对 于 两 曲线 y 二 g(x) 及 7 一 VCz), 若 在 点 ze 有 
9 (zo) 一 内 (rzo) (k=0,1,2,.,n) 
且 GP (zo) 天 内 (ro)， 
便 说 这 两 曲线 在 此 点 半 阶 相 切 ( 在 严格 的 意义 上 讲 1), 当 zzro 时 有 : 
oz) 一 WZz) 一 DO (CCz 一 Zoo) )， 
2” 曲率 加 若 圆周 
(z 一 名: 十 (? 一 人 一 尺 : ， 
与 已 知 曲线 y= 一 fCz) 二 阶 或 更 高 阶 相 切 , 则 称 此 圆 为 在 相应 点 的 曲率 园 . 这 个 圆 的 半径 
_UtyD 
TyT 


R 


称 为 曲率 半径 ,而 量 k 一 真 称 为 曲率 . 
3” 渐 届 线 ”曲率 图 中 心 (8, 妨 (曲率 中 心 ) 


,py 
的 轨迹 称 为 已 知 曲线 y 二 f(x) 的 浙 慑 线 . 
【1591】 选择 直线 
y 一 AZ 十 忆 


的 参数 & 与 65, 使 它 与 曲线 
3 一 2z3 一 3z2 十 2 
二 阶 或 更 高 阶 相 切 . 
解 ” 要 二 阶 或 更 高 阶 相 切 ,必需 使 六 ==6x 一 6 二 0, 即 要 x 二 1; 同 时 在 x 二 1 时 ,两 个 一 阶 导数 也 应 相等 ， 
即 有 一 3。1? 一 6。 1 一 一 3. 
当 z 一 1 时 , 代 人 方程 x? 一 3x: 十 2 一 y 一 0, 得 y 一 0. 由 于 直线 y 二 kx 十 b 也 需 通过 点 (1,0), 故 有 
0 一 一 3， 1 十 5， 即 6b=3. 
因此 ,所 求 的 直线 为 
3 一 3(1 一 工 ) ， 
参数 & 一 一 3， 0 一 3. 
【1592】 应 当 怎 样 选择 参数 a,b 和 c ,才能 使 抛物 线 
y 一 az2z 十 5z 十 c 
在 点 x 二 zo 与 曲线 ?一 er 二 阶 相 切 ? 
提示 由 两 曲线 在 点 Xx 二 xo。 处 nn 阶 相 切 的 定义 ,应 有 azx? 十 bro 十 c= 二 e” ,2azo 十 6 一 em 及 20 一 ero ， 
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解 ” 对 于 抛物 线 y 一 ax: 十 pz 十 c, 在 点 x 三 zo 有 


一 2axzo 十 6，y| =2a, y=0. 
工 一 工 0 工 一 0 


按 假设 ,应 有 
az 十 pzo 十 c 一 eo ， 
2azo 十 0 一 ee ， 
2c 一 e ， 
解 之 ,得 
< 一 本 en ， 6 一 eco (1 一 xo)， cen (1 z+ 营 ) 


K1593】 下 列 曲 线 与 Ox 轴 在 点 + 二 0 相 切 的 阶 如 何 : 
2 
(1) y=1—cosr; (2) y=tanxr—sinr; (3) y=e 一 (1+z+ 王 ). 


解 ”(1)y = 二 sinr, yy 二 cosx, 于 是 ， 


4 1 


2 | -一 0， > 
而 对 于 Oz 轴 y 一 0, 始 终 有 y 一 0,yY 一 0. 因 此 ,曲线 > 一 1 一 cosz 与 Ox 轴 有 一 阶 相 切 . 
(2) yy 一 sec27 一 cosz， 多 一 2secztanz 十 sinrz， 办 一 4seczztamx 十 2sec'z 十 cosz， 
于 是 ,y | ,= 六 | ,=0, 交 | ,一 3 天 0. 因 此 ,曲线 y 一 tanz 一 sinz 与 Ox 轴 有 二 阶 相 切 . 
(3) y 二 er 一 1 一 x, yy 二 e 一 1, y” 二 ,于 是 ， 
" =0, y| 一 1 天 0. 


工 一 个 工 一 


一 1， 


Xx=0 


1 
> 


I=0 


因此 ,曲线 y=e 一 (1 二 x 十 所 ) 与 Or 轴 有 二 阶 相 切 . 
【1594】 证 明 : 曲 线 


在 点 x 二 0 与 Oz 轴 相 切 的 阶 为 无 穷 大 . 
提示 利用 1225 题 的 结果 . 
解 ” 由 1225 题 的 结果 知 , 对 于 任意 正 整 数 n, 有 


yy 一 0， 


I=0 


此 即 证 明了 所 给 的 曲线 在 点 z=0 与 Oz 轴 相 切 的 阶 为 无 穷 大 . 
【1595】 求 双 曲线 zy 一 1 在 下 列 各 点 的 曲率 半径 和 曲率 中 心 : 
(1) M(1,1); (2) N(100,0.01). 

1 , 1 w_2 


解 y= 一 ， >? 2 YT 


(1) 在 点 M(1,1),y 一 1,y 一 一 1,y 一 2. 于 是 ,曲率 半径 为 
_ 1129] 宇 
R=LDL+t( 2 了] 一 ， 


曲率 中 心 (6, 功 为 


11+1) 
2 


(2) 在 点 N(100, 0.01). y==0.01, y 二 一 0.0001, y= 二 0.000002. 
与 (1) 相 似 , 代 入 公式 ,近似 地 有 曲率 半径 尺 二 500000 和 曲率 中 心 为 (150,500000). 


求 下 列 曲 线 的 曲率 半径 : 


y 
7 
> 


. 72 2 
一 2 一 一 1 2， 了 3 十 二 六 -一 1 十 忆 一 2. 


人 一 工 
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【1596] 抛物 线 y:=2pzx. 


解 y= 了 ,y= 让 yy 一 一 各 .于 是 ,曲率 半径 为 


了 了 
(+ 区) _ pty 
1 十 全 3 3 3 
(1 十 yz ?这 y (y+p NT 2z 7 
一 一 一 一 旋 { 1 1 十 一 
R 一 HP pa PP | + 交 ) p( 宇 ) 
ys 
【1597】 梢 圆 运 :十 中 一 1. 
解 ”不妨 设 a 汪 6b. 由 于 
a br 11 b 
Bd aly’ TT aiy 
于 是 ,曲率 半径 为 
bri \¥ yf 2 ob ， 各 
Ta _(a’ 旺 十 环 妇 ?这 (ee 一 全 于 于 十 如 2 ) 训 _ (< a ™ ) 
bh a‘bt a‘b a‘b 
到 | yy 有 | 
《Ga2 —e: xz?) 
ab ” 
2 -站 2 
其 中 一头 < 一 和 为 椭圆 的 离心 率 . 
Kk1598] 双 曲 线 扎 一 其 ol. 
’ px a 人 
解 由 于 y ay 一 一 喜事 "于 是 ,曲率 半径 为 
br \ cz 十 ,。 , 这 
te =) es) (az apty ( 0 了 “) 
pb: a‘bs a‘bt ab 
oy) 
(gz zz —a:)z 
ab ’ 
2 pp 、 
其 中 e 一 六 2 一 人 为 双 曲 线 的 离心 率 . 
【1599】 星 形 线 x 了 十 yf 二 a3. 
2 
解 由 于 y= 和 一 ,于 是 ,曲率 半径 为 
3 久 3 
三 3 
[+( 之 六 2 
A |-=slazy| 
到 王 azxry|3. 
ua a3 
3x$ y# 3z4 y+ 
【1600】〗 椭圆 x 二 acost, y= bsinz. 
解 由 于 
_2b 1 
dy_ bcost bot dy_ a ( mar) b 
dr —asint a ” dr’ —asint a’ sin’t 
于 是 ,曲率 半径 为 
Dcotr\ /1, eb ,i 
+ Ce ) _ Casintteeosp?t 人 a oS 名 一 至 Ce 2 
0 ez cos2t) 之 ， 
a2 | sint | 
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其 中 * 为 椭圆 的 离心 率 . 


【1601】 摆 线 x 二 a(t 一 sint)， y 一 a(1 一 cost). 


解 ”由 于 
1 

2 
dy asint ot dy "3_ 1 
dz a(l—cost) 2 d a(1 一 cosz) 4 4 了 
asin' 也 

于 是 ,曲率 半径 为 
也 
(Haoe 4) | 
R=—— a sin 亏 | =: V2ay. 
4asin' 五 


【1602】 贺 的 渐 伸 线 


Z 一 a(cosi 十 isint) ， y=al(sint— tcost). 
d dz 
解 ” 由 于 =tant, i 7’ 于 是 ， ,曲率 半径 为 


R= tent il, 
altcosse| 
证 明 : 二 次 曲线 光一 2pz 一 gzz 的 曲率 半径 与 法 线段 的 立方 成 正比 . 
证 明 思路 ”注意 到 拘 率 半径 为 R= Hy, 4 


【1603) 


l+y? 知 及 一 1 .可 以 证 
BS lyy | 
明 y= 一 pp. 
证 曲线 的 曲率 半径 公式 为 
R=L+yoF 
y 
而 法 线段 公式 为 
十 y“ 
FE R 六 
因此 ， 于 地 yT: 下 面 求 yy 
因为 YY 一 2px 一 qx , 故 在 等 式 两 端 分 别 对 z 求 两 次 导数 , 即 得 
2yy 一 2p 一 2qx 或 yy = 二 p 一 gz， (1) 
yy +y’=—g. (2) 
以 y 乘 (2) 式 两 端 ,并 以 (1) 式 及 原 二 次 曲线 的 表达 式 代 入 左右 端 , 即 得 
YY Pp—gr): = —g(2pr— gr’); 
化 简 之 ,最 后 得 
Y=—p’. 
R_1 >» 
因此 ， ea 为 一 常数 .证 毕 . 


【1604】 写 出 以 极 坐 标 表示 的 曲线 的 曲率 半径 公式 . 


提示 由 z 一 rcosp,y 一 rsinp, 其 中 r 一 r(Pp)， 求 出 筷 及 9 学 后 ， 易 得 


R= (7 十 r 2) 二 

| 于 十 2r ?rr | 
Li dr d? r 
其中 一 虹 ， 


”7 一 
一 dy 
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解 ” 设 曲线 的 极 坐标 方程 为 ~ 一 ~(9p), 则 由 
X=rcosg, y=rsing 
可 求 得 


dy_r sin 十 rcos dy 天 十 2rr rr 
dz rr cosg 一 rsinp” dz (r cosg—rsing)’ ” 


其 中 一 拒 ， 一 .于 是 ,曲率 半径 为 
9 


dy V3 
[+ (EF) | (7 十 3) 和 


diy [7 二 2r rr 
dz? 


求 下 列 极 坐标 方程 所 表示 的 曲线 的 曲率 半径 : 


【1605】 阿 基 米 德 螺 线 r 二 ay. 
提示 利用 1604 题 的 结果 . 
解 ” 由 于 r =a, =0, 于 是 ,曲率 半径 为 


R= 


【1606】 对 数 螺 线 r= 二 ae”™. 

提示 利用 1604 题 的 结果 . 

解 ” 由 于 vr 一 mae™” 二 mr, 二 mr, 于 是 ,曲率 半径 为 
R-Fr. 

【1607】 心脏 线 "一 a(1 十 cosp). 

提示 利用 1604 题 的 结果 . 

解 r=—asing, 二 一 acosg. 于 是 ,曲率 半径 为 


[az (1 二 cosg)’ 二 a? sin’ 9]¥ _ 2VZas(1 十 cosp) 主 2 
a:(l+cosg)’ 十 2azsin2p 十 acosp(1 十 cosp) 3a2 (1 十 cosp) 3 
【1608】〗 双 纽 线 王 一 a2 cos2p. 


提示 利用 1604 题 的 结果 . 


2ar. 


7 csin20 ww 天 十 Qt 
解 r » r 
r rr 


4 6 
T2733 (十 /2 二 对 


7 r 
于 是 ,曲率 半径 为 
对 
让 
R=- 基 一 搬 
了 
【1609】 在 曲线 > 一 Inz 上 求 曲率 最 大 的 点 . 
解 题 思路 先 求 出 曲率 半径 
R= Ctx 
工 


由 题 设 ,我 们 只 要 考虑 函数 /( 工 ) 一 CE 取 何 值 时 达到 最 小 值 . 
解 由 于 一 二 ,一 一 十 ,所 以 ,曲率 半径 为 
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1 
1 十 十 zs3 
人 z) = 
2 ~ 
按 题 设 ,我 们 只 要 考虑 函数 
f= 
当 z 取 何 值 时 达到 最 小 值 . 由 于 
太一 2 十 工 2 一 也， 
1 i YY 1 
故 令 f(x) 二 0 求 得 正 根 一 亡 . 当 o<z< 启 时 ,7 (zx) 过 0; 当 :> 让 时 ,f (x)>0. 因此 , 当 z= 方 时 ， 
f(z) 取 极 小 值 . 又 由 于 只 有 一 个 极 小 值 , 故 也 是 最 小 值 . 
当 x= 工 ,y 一 一 地? 4 ; 1 _ln2 
这 样 一 来 , 当 一 万 ,> 一 哎 时 ,曲率 半径 为 最 小 ,也 即 曲率 为 最 大 . 因此 ,所 求 的 点 为 ( 方 ,一 人 小 


【1610】 三 次 抛物 线 > 一 径 (0<z< 十 oo,k>0) 的 最 大 曲率 等 于 6655, 求 达到 此 最 大 曲率 的 点 x 


解 “为 方便 起 见 , 令 一 点 .因为 y=3cz?，y' 一 6cx, 所 以 ,曲率 为 


Ld 


y 6cx 


一 一 一 一 全 一 (> 之 0)， 
(ly?) 〔〈(1 十 9c2 rx)3 
TE 
由 gi 6c (Try 0 得 吉 二 452 
2 
可 证 人 | 。 <0, 又 根据 条 件 ,KCz。) 为 K(x) 的 最 大 值 , 且 有 
To 
4 4 
1 1 
6 45c2 Ye 45 1 
K(xo) 3 3 107? 
1 +4 9c 起 (£)” 10 
( 45e’ 5 


此 即 达 到 最 大 曲率 的 点 . 
求 下 列 各 曲线 的 渐 轴 线 方程 : 
【1611】 抛物 线 y 一 2pz. 
解 由 于 一 也,y 一 一 告 , 故 曲率 中 心 华 标 为 


2 


p pp 
一 (1 十 2 2 2 
( > )_ iy 2 =—z+ ap 一 3z 十 户 ， 


’ /2 
eo 
2 
1 十 玄 
1 十 /2 2 3 
1 一 ?十 站 一 了 一 大 ， 
> 


即 


9 和 一 一 亡 7. (1) 
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由 于 y= 二 8p’ zx’, 故 将 (1) 式 代入 后 ,消去 xz 及 yy, 妈 得 渐 届 线 方程 为 
27p¥ =8(€— p)’. 


2 2 
【1612】 椭圆 各 十 站 一 1 


解 由 于 y 一 一 刀 ,y 一 一 地, 故 曲 率 中 心 的 坐标 为 


bx pb:x’ 
y (ly) | +a) _bray (aty th zr) 
$= Ty x pb asy ob 
2_p2 2 
za’b [a’— 6 x zr (a —Sx 2 
2 a ce 
工 rp 工 Zz = 
[ak 2p2 fp2 CC 2 
加 1+y? ly yla'y: +b'x? ya 人 (4 t+) 2 ; 
了 一 ?十 y 四 aib 一 了? 2 品 了 ， 
Ly 
即 
y= crx =até 
于 是 ， 


从 而 ,将 三 一 宅 鱼 ,将 一 寻 歼 相 加 即 得 斯 导线 方程 为 


4 » 2 4 
3 4& < 到 


其 中 和 一 ae 一 天 . 它 为 一 星 形 线 . 
【1613】 星 形 线 x 十 洲 二 a3. 


1 
Li 3 1 上 一 二 一 全 -一 
解 由 于 y 一 一 (之 ) ，x% 一 村 oz 村 y 到， 故 曲率 中 心 的 坐标 为 
4 1 1 
14) zt yt (1+ 汪 ) ， 
3 z+ a 一 T 十 3z3y3， 
> a3r3 
2 
zt (1+ 汪 ) 
1 二 y? 了 2 1 
3 一 ?十 一 光一 ?十 一 y 十 3z3 ys 
a3 


于 是 ， , 
二 7 一 (zx 十 yy) 十 3x3y3 (xz 十 好 ) 一 (xz 寺 十 y3 [Cx$ 十 寻 一 z 夺 人类 ) 十 3z 寺 好 ] 一 (zx 十 3 )3 ， 


e 一 7 一 (x—y)—3zi ys Cx¥ 一 池 )=(zx3 一 yD)[Cz# +y3 十 xz 二 4 )—3z3 yi]=(z —y3 )” ， 
因此 ， 


(6 十 信和 寺 十 (6 一 帮 寺 一 (z 寺 十 闻 )2 十 (zx 于 一 9 二 )2 一 2(z 有 十 妈 ) 一 20 子 ， 
此 即 所 求 的 渐 届 线 方程 , 它 仍 为 一 星 形 线 ， 
K1614] 息 物 线 zx 一 aln Ye 一 六 :一 天. 


解 ” 先 求 y 和 yy“. 在 等 式 


Z 一 an < 十 Ve- Va —y: 
两 端 分 别 对 式 求 导 , 得 
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1 一) + 
“TV 
化 简 得 

y=-- > (1) 
再 将 (1) 式 两 端 分 别 对 z 求 导 并 以 (1) 式 代 人 ,化 简 即 得 


np a? 
> Cal— yy 


于 是 ,曲率 中 心 的 坐标 为 


C2y 
72 2 2\ 三 
E 一 工 一 之 十 >) 2 Z 十 (a 2 ) =x Va’—Yy， 
> 
(a —y:)? 


由 于 点 (x,y) 的 坐标 x 和 yy ,适合 方程 
ZX 二 + Va:—y =aln Ye， 


故 
e=aln et Ye 一 > ， 
了 
即 
ot Va yt (2) 
了 


将 (2) 式 分 子 有 理化 ,得 


a:—(a:— 2 )》 ef 
ya— Va —y) 


即 
< (3) 

(2) 十 (3) 并 除 以 2, 即 得 

和 och 记 ， 

了 a 
从 而 得 

pt 

7=ach 二 


此 即 所 要 求 的 渐 屈 线 方程 , 它 为 一 悬 链 线 . 
【1615】 对 数 螺 线 一 ae . 
解 ”利用 直角 坐标 与 极 坐 标的 互 化 公式 来 求 渐 届 线 方程 . 首先 ,我们 有 


广 In(z 十 风 ) 一 lna 十 marctan 过 . 
两 边 对 z 求 导 得 
z+yy’ mlzy —») 
z+y z+y ” 
即 
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Zz 二 yy = 二 m(xy —y). (1) 


由 (1) 式 即 得 
;_ Xmy 
> mz—y’ 
由 (1) 式 再 对 工 求 导 ,化 简 得 
w_ 1 十 多 
mzx—y. 
以 y 及 y 代入 曲率 中 心 的 表达 式 中 ,化 简 整 理 得 
=—my, 7=mz. (2) 
设 o 一 VE ,一 arctan 专 , 于 是 ,由 (2) 式 得 
| (3) 
> 
7 x (4) 


(3) 式 即 p 一 mr 一 mae™,，(4) 式 即 一 coty 一 tang 或 p 一 J 一 也 .因此 ,最 后 我 们 得 到 所 求 的 渐 届 线 方程 为 对 
数 螺 线 


p=mae”™w 各) 
【1616〗 证 明 : 摆 线 


X=a(t—sint), y=a(l— cost) 


的 渐 届 线 仍 为 一 摆 线 , 仅 其 位 置 与 已 知 摆 线 不 同 而 已 . 


证 由 于 

/dy t MA dy 1 
ya OF YT ad A 
4asin 斑 
2 

于 是 ， 
i i 
/ /2 cot 5-。(] 十 cot? 一 ) 
CG ad 一 sinD 二 一 人 2 _ a sint), 


Aasin’ 方 


/2 
7 =y+ acost—1). 


令 [一 下 一 T， 即 得 
6 一 ra 十 a(r 一 sinr)， ?一 一 24 十 a(1 一 cosr)， 
此 仍 为 摆 线 ,显然 ,只 是 位 置 与 原 摆 线 不 同 而 已 . 


$15. 方程 的 近似 解法 
1” 上 比例 法 { 弦 线 法 } 若 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 且 


fla) fb) <0, 
而 当 a<<x<b 时 ,f(x) 关 0, 则 方程 
f(x)=0 (1) 
在 区 间 (a,6) 内 有 而 且 仅 有 一 个 实 根 & 可 取 下 面 的 值 作为 此 根 的 第 一 个 近似 值 ， 
Zi 一 Q 十 四 


fla) 
式 中 6 一 FD 二 fea) 


(b—a). 
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进而 ,对 区 间 (a,zri) 和 (zi,b) 中 使 函数 f(z) 在 其 两 端 异 号 的 那 一 个 区 间 运 用 此 方法 ,得 到 根 的 第 二 


个 近似 值 xz: ,并 不 断 重复 此 过 程 . 对 于 第 = 个 近似 值 zx,, 有 以 下 估计 : 


| fra) | 
| zx; e| 扫 m 9 


其 中 m= inf | f(x)|, 并 且 limz, 王 & 
a 人 rb no 


2” 牛顿 法 {切线 法 ) 若 在 闭 区 间 [a ,所 内 /“(x) 关 0, 且 f(a)f” (4) 之 0, 则 可 取 数 值 
,f(a) 


与 一 4 
作为 方程 (1) 的 根 & 的 第 一 个 近似 值 &. 


(2) 


重复 利用 这 个 方法 ,很 快 就 得 到 趋 近 于 根 的 一 系列 近似 值 人 .Cx 二 1,2,…) ,这些 近 似 值 的 精度 可 根据 


公式 (2) 来 估计 . 


为 了 大 致 确定 方程 的 根 , 最 好 作出 函数 y 王 f(z) 的 图 像 . 
利用 比例 法 , 求 下 列 方 程 的 根 (精确 到 0. 001): 


【1617】 x’—6zx+t+2=0. 


解 设 F(z)= 屏 一 6z 十 2, 则 f(x) 在 [0,1]J 上 连续 及 f(0) 一 2, f(1) 二 一 3, 且 当 0 过 x 之 1 时 ,F(Cz) 一 
3z2 一 6z 天 0. 因而 ,所 给 方程 在 (0,1) 内 有 且 仅 有 一 实 根 皇 . 现 求 之 ,以 二 表示 此 根 的 第 i 个 近似 值 , 则 有 


-大 0) _ 
71) 一 


一 0 十 一 
又 因 f(0.4) 二 一 0.336, 故 
zs f(0) 
fC0.4)~— fC0) 
f(0. 342) 一 一 0.012, 故 
CO) 


(0. 4 一 0) 一 0. 342; 


TX3 


fo. 342) — feo 342 一 0) 一 0. 340; 


由 于 f(0. 340) 一 一 0. 001,mi 一 inf， | 5 (z)|=3, 因 此 ,如 果 取 0. 340 作为 此 根 的 第 三 个 近似 值 ,其 误差 为 


|0.340—& 1<1250.340)1 oo. 001， 
已 达到 所 需 的 精确 度 . 于 是 ,所 给 方程 的 一 近似 根 为 0. 340. 


再 求 其 他 的 根 : 


因为 f(2) 2,f(3) 二 11, 且 当 2< 之 x 之 3 时 ,f(x) 关 0, 故 方程 在 (2,3) 内 有 和 且 仅 有 一 实 根 名 .与 求 


的 方法 类 似 ,依次 求 得 其 第 i 个 近似 值 x, 为 : 
f(2) 


2 graff 3 =2.15; 
心 一 2.15 ea 2 is 3 2.15) =2. 22; 

zs —2.22 eA) 2. 22) 一 2. 245; 

1 =2.245 ra ass 2. 245) 一 2. 256; 
rs 2. 256— geal A 256 (3 2. 256) =2. 260; 
xs —2. 260 Fa A dso 2. 260) =2. 261; 
11 =2.261— {2 261) (3 2.261)—2.262. 


f(3)— f(2.261) 


由 于 f/(2. 262) 一 0.003， m= inf | f ‘(x) | =6, 因 此 ,如 果 取 2. 262 作为 & 的 第 七 个 近似 值 , 则 其 误 


差 为 
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| 2. 262 一 名 | 委 站 <<0. 001， 


已 达到 所 需 的 精确 度 . 于 是 ,所 给 方程 的 一 近似 根 为 2. 262. 

由 于 此 方程 为 一 个 三 次 方程 ,最 后 必然 还 有 一 实 根 . 

因为 F( 一 2) 一 6, 一 3) 一 一 7?, 且 当 一 3<<z<< 一 2 时 ,F(Cz) 天 0, 故 此 根 名 介 于 一 3 和 一 2 之 间 . 同上 
法 依次 求 得 其 第 i 个 近似 值 x; 为 : 


z1 = 一 3 FD + 2.461; 


大 (一 3) _ 
z= 3 FN F2461+3)— 2.574; 
f(—3) Os 
TT3 FF) :57+ 2. 596; 
f(—3) 四 
3 Fa 59+3) = —2.601s 
> 2.601 十 3) 一 一 2. 602. 


Ts 3 Fa 00 Fa) 
由 于 f( 一 2. 602) 二 一 0. 004sm— inf ,|f'(z) |=6, 因 此 ,如 果 取 一 2. 602 作为 & 的 第 五 个 近似 
值 , 则 其 误差 为 
| 一 2. 602 一 名 [<JC2 602)| 0 001， 


已 达到 所 需 的 精确 度 . 于 是 ,所 给 方程 的 第 三 个 根 的 近似 值 为 一 2. 602. 
【1618】〗】 xz 一 zx 一 1 一 0. 
解 设 Fz) 王 心 一 z 一 1 由于 FGD)= 一 1,7(2)=13, 且 当 1<z<2 时 ,f(z) 关 0, 故 所 给 方程 在 (1,2) 
内 有 且 仅 有 一 实 根 & , 按 1617 题 的 方法 ,依次 求 得 该 根 的 第 i 个 近似 值 x; 为 : 
Xi1=1.07; xz 一 1.12; zs=1.156;} z=1.180; zs=1,196; ze=1.205; x7=1.217; 
zs 一 1.220; ze 一 1.221. 
由 于 f(1. 221) 二 0. 002， m= inf |f'(z) | = 二 3, 因 此 ,如 果 取 1. 221 作为 和 的 第 九 个 近似 值 , 则 其 误差 为 


| 1.221 一 各 | 委 人 2 <<0. 001， 
1 


已 达到 所 需 的 精确 度 . 于 是 ,所 给 方程 的 一 近似 根 为 1. 221. 

又 因 f( 一 1)=1,f( 一 0.5) 二 一 0.4375, 且 当 一 1 之 x 过 一 0. 5 时 ,了 f(z) 关 0, 故 所 给 方程 在 (一 1, 一 0. 5) 
内 有 和 且 仅 有 一 实 根 & ,依次 求 得 第 i 个 近似 值 x; 为 : 

ZI 一 一 0.652; Zz: 二 0.789; za 一 一 0.706 一 一 0.719; 2 一 一 0.723; xz6 一 一 0.724. 
由 于 f( 一 0.724) 一 一 0.001, mz 一 inf ,| 7 (z)| 一 1, 因 此 ,如 果 取 一 0.724 作为 & 的 第 六 个 近似 值 , 则 


其 误差 为 


| 一 0.724 一 名 | 去 L072 一 0.001， 
2 


已 达到 所 需 的 精确 度 . 于 是 ,所 给 方程 的 另 一 近似 根 为 一 0. 724. 

由 于 f(x) 二 4x 一 1==0 只 有 一 实 根 , 且 f(x) 二 12x? >0(z 关 0), 故 所 给 方程 仅 有 二 实 根 ,其 余 二 根 
为 一 对 共 斩 复 根 . 

【1619】〗 一 0. 1sinz 一 2. 


解 设 f(z)==zx 一 0. 1sinzx 一 2, 则 f(2)= 一 0. 091,f( 和 至) 二 0.0237, 且 当 2 一 z<< 经 时 , 太 /(z) 天 0, 故 


所 给 方程 在 ( 2, 经 ) 内 有 且 仅 有 一 实 根 ,依次 求 得 其 第 i 个 近似 值 z; 为 ， 


21 一 2.075; xz 一 2.080; zs 一 2.083; 心 一 2.087， 


由 于 f(2.087) 二 0.00003,m 一 inf | F(z)|=1 一 0.1cos2 一 0.959,， 因此 ,如 果 取 2. 087 作为 & 的 第 
3 


2<xz< 亲 
四 个 近似 值 , 则 其 误差 为 
| 2. 087 一 所 [<JH2.082 1 一 0. 001， 


已 达到 所 需 的 精确 度 . 于 是 ,所 给 方程 的 近似 根 为 2.087( 强 ). 

又 方程 + 一 0. lsinz 一 2 与 方程 + 一 2 二 0. lsinz 等 价 , 而 曲线 y= 二 zx 一 2 与 ?一 0. 1sinx 只 有 一 个 交点 , 因 
此 , 原 方程 只 有 一 个 实 根 . 

x) 因 f ‘(x)= 二 1 一 0.1cosz, f(x) 一 0.1sinz>0, 故 m 二 | (2) | 二 1 一 0. 1cos2. 以 下 同样 情况 不 
再 说 明 . 

【1620】 cosr=x’. 

解 ” 设 f(z) 二 cosx 一 7?, 则 因 f( 一 x) 二 f(x), 故 原 方程 车 有 一 根 &, 必 有 另 一 根 一 & 又 曲线 y 二 zx? 与 y 
一 cosz 只 有 两 个 交点 , 因此 , 原 方程 有 且 仅 有 两 个 根 土 $&. 为 此 ,只 需求 一 正 根 即 可 . 


由 于 f(T )=0. 09,f(1)=—0. 46, 且 当 志 <z<1 时 ,f(z) 关 0, 故 所 给 方程 在 ( 子 ,1) 内 有 且 仅 有 一 


实 根 ,依次 求 得 其 第 ;个 近似 值 zx; 为 : 
ZI 一 0.821; 2 一 0.828; zs 一 0.826; zi 一 0.825. 
由 于 fC0. 825) 二 一 0.002,m 二 inf 17 “ep1= | ( 竺 )| =2 278, 因 此 ,如 果 取 0.825 作为 < 的 第 四 个 


半 <z<1 


近似 值 , 则 其 误差 为 
10. 825—&| <H 2 0. 001， 


已 达到 所 需 的 精确 度 . 于 是 ,所 给 方程 的 二 近似 根 为 士 0.825. 
如 果 注 意 到 f(0. 824) 一 0. 002, 0.825) 一 一 0.002, 因 此 , 取 士 0.824 作为 所 给 方程 的 二 近似 根 , 也 可 
保证 所 需 的 精确 度 . 


利用 牛顿 法 , 求 下 列 方程 的 根 (精确 到 所 指定 的 精度 ): 
[1621) 之 十 方 一 10z (精确 到 10 ). 
解 曲线 yz 十 方 与 y 一 10z 共有 两 个 交点 . 因此 ,所 给 方程 共有 两 个 实 根 . 


设 f(z)=z 十 去 一 10z, 则 因 (0.4) 二 2.41,f(0.5) 一 一 0.75, 且 当 0.4 过 x<0.5 时 ,f(z) 关 0, 故 所 


给 方程 在 (0.4,0.5) 内 有 且 仅 有 一 实 根 . 又 由 于 在 [0.4,0.5] 内 f(zx) 关 0 且 f(0.4)f”(0.4) 汪 0, 故 利用 牛 
顿 法 求 近 似 根 时 , 切 点 应 取 (0.4,f(C0.4)). 依次 求 得 其 第 i 个 近似 值 x; 为 : 


_ _f(0.4) 
f (0.4) 


_£(0. 459) 
J (0.459) 


fC0.471) _ 
Z3 一 0.471 770.4717 0. 472. 


今 估计 误差 ;f(0.472) 二 一 0.013. 由 于 F(z) 在 (0.4,0.5) 内 为 增 函 数 , 且 为 负 的 , 故 
m= inf |f'(z) |=|f’C0.5)|=25. 


因此 ,如 果 取 0. 472 作为 根 的 近似 值 , 则 其 误差 为 
|0. 472—é| < 0. 001， 


已 达到 所 需 的 精确 度 .于 是 ,所 给 方程 的 一 近似 根 为 0. 472. 


ZI 一 0.4 一 0. 459; 


Z2z 一 0. 459 二 0. 471; 


现 求 第 二 个 近似 根 , 由 于 (10)=0.001, 故 此 根 可 能 逼近 10. 现 分 别 以 9.9 及 9.99 试 之 : 
(9.9) 一 一 0.98， (9.99) 一 一 0. 09. 
因此 , F(9. 99) F(10)<0, 加 以 在 (9. 99,10) 内 广 (z) 天 0, 故 所 给 方程 在 (9. 99,10) 内 有 且 仅 有 一 实 根 . 又 因 
Cl10) F7(10)>>0 及 f(x) 取 0, 故 利用 牛顿 法 求 近似 根 时 , 切 点 应 选 在 (10,f(10)) 处 .于 是 ， 


f(10) 
f (10) 


如 果 取 9. 999 作为 根 的 近似 值 , 则 其 误差 显然 已 达到 所 需 的 精确 度 . 于 是 ,所 给 方程 的 又 一 近似 根 为 9. 999. 
【1622〗】 xzlgz 一 1 (精确 到 107). 


解 ” 曲 线 y=lgz 与 > 一 二 只 有 一 个 交点 . 因此 ,所 给 方程 只 有 一 个 实 根 . 现 确定 其 范围 . 设 f(x) 一 zlgz 


一 1, 由 于 (2.506) 一 一 0.0004, (2.507) 一 0.0005, 目 当 2.506<<z<<2.507 时 ,F(z)>0,77 (0z)>0, 故 在 
(2. 506,2.507) 内 有 且 仅 有 一 实 根 , 切 点 选 在 (2. 507, F(2. 507)). 依次 求 得 其 第 i 个 近似 值 x; 为 : 
ZI 一 2.5064; zz 一 2.5062. 


2Z1 一 10 一 一 9. 99999 ， 


由 于 
(2.5062) 一 0.00002，m= inf |z)|=|A 2.506) | 一 0.84， 


2.506< I<2.507 


因此 ,如 果 取 2. 5062 作为 根 的 近似 值 时 , 则 其 误差 为 
| 2.5062—&é| <<]2.5062)| 0. 0001， 


已 达到 所 需 的 精确 度 , 故 所 求 的 唯一 近似 根 为 2. 5062. 
【1623】 coszchz 王 1 (精确 到 103) (二 正 根 ). 
解 曲线 ?一 cosz 与 y 一 二- 的 交点 有 无 穷 多 个 ,其 中 最 小 的 三 个 正 根 分 别 记 为 a,8,y, 且 


于 <a<2x，2r<B< 守 人 <y<ar 


现在 我 们 将 求 a 与 7 两 正 根 的 计算 方法 叙述 如 下 . 设 f(x)= 二 cosxchz 一 1. 
(1) 先 求 a. 
由 于 f(4.7) 二 一 1. 6812,f(4.8) 二 4.3159, 故 知 4.7< 过 a 过 4. 8. 又 因 在 (4.7,4.8) 内 f(x) 守 0, 故 切 点 
应 取 在 (4.8,f(4.8)) 处 ,依次 求 得 a 的 第 ; 个 近似 值 r; 为 : 
Xi1™=4,.7345; zz:=4.7301. 


本 题 若 采用 | 如 估计 误差, 由 于 加 本 身 也 需 估计 ,而 且 繁 琐 , 今 用 比例 法 与 牛顿 法 联合 使 用 求 要 


的 近似 值 . 设 以 右上 角 带 “ ”的 x/ 表示 用 比例 法 求 出 的 第 i 个 近似 值 , 则 有 
f(4.7) 


i471 R47280, 
从 而 知 
4. 7280<a<4. 7345. 
于 是 ， 
z=4.7280 一 ct 7 3805 4: 7345—4. 7280) —4. 7300. 
因此 ， 


4.7300<<a<<4. 7301. 
取 4.730 作为 a 的 近似 值 , 即 可 保证 所 需 的 精确 度 . 于 是 ,所 给 方程 的 一 正 根 的 近似 值 为 4.730. 
(2) 再 求 y. 


由 于 f(F)=—1, GD<133, 故 知 至 <y<11. 切 点 取 在 (11,711)) 处 . 分 别 用 比例 法 及 牛顿 法 求 得 


zi 一 10.9956， zl 一 10.9956， 
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因而 取 10. 996 作为 y 的 近似 值 , 即 可 保证 所 需 的 精确 度 . 于 是 ,所 给 方程 的 又 一 正 根 的 近似 值 为 10. 996. 
【1624〗 xz 十 ee 一 0 (精确 到 10 ). 


解 设 f(x)==zx 十 e, 则 ‘(x)==1 十 ee 之 0,f (x)= 一 e 之 0. 由 于 f(0)=1,f( 1 一 工 1<0, 故 在 


(一 1,0) 内 所 给 方程 有 且 仅 有 一 实 根 , 切 点 选 在 (0, /0)) 处 . 依次 求 得 此 根 的 第 i 个 近似 值 z; 为 : 
T= 一 0.5; 一 一 0.56631; xz 一 一 0.567132; zi 一 一 0.567145. 
由 于 


<<10- 5， 


加 | fC(—0.567145) | _ | 太一 0.567145) | 
[x 引入 m 1 十 e 


故 取 一 0.56715 作为 根 的 近似 值 , 即 可 保证 所 需 的 精确 度 . 


由 于 曲线 ye 与 y Zz 只 有 一 个 交点 , 故 上 述 近似 根 一 0.56715 即 为 所 给 方程 的 唯一 近似 根 . 
【1625S〗 xzthz 王 1 (精确 到 10 5). 


解 设 /(z)=thz 一 士 , 则 因 曲 线 y=thz 与 y? 一 二 仅 有 两 个 交点 , 故 所 给 方程 仅 有 二 实 根 . 又 因 在 
zthz 中 以 一 z+ 代 zx, 其 值 不 变 , 故 方程 的 二 实 根 为 土 &. 


由 (一 -各 十 十 之 0, 知 f(x) 是 增 函 数 . 又 因 f(1) 二 一 0. 2384,/(2) 一 0.4640. 故 所 给 方程 在 


(1,2) 内 有 且 仅 有 一 实 根 . 又 

2shz __ 
chiz 

因此 , 切 点 应 选 为 (1,，f(1)). 仍 以 zx; 及 x; 分 别 表示 用 比例 法 及 牛顿 法 求 得 的 根 的 第 i 次 近似 值 ,重复 使 

用 , 即 得 


(一 三 <0 (zx>0), 


xi=1.339, zi 一 1.168， 
故 1. 168<é&<1, 339. 
Z2 一 1.2032， zz 一 1.1989， 
有 1. 1989 一 上 <1. 2032. 
2 一 1.1996796， zs 一 1. 1996781， 
故 1. 1996781<<é<<1. 1996796. 
于 是 , 取 士 1. 199678 作为 根 的 近似 值 , 即 可 保证 所 需 的 精确 度 . 
【1626】 求 方程 tanx 一 z 最 小 的 三 个 正 根 ( 精 确 到 0. 001). 
解 由 y==tanz 及 y= 二 z 的 图 像 知 方程 有 正 根 , 且 有 无 穷 个 ,只 求 其 最 小 三 正 根 , 设 f(x)=tanz 一 工 . 
GD) 由 于 了 (x) 一 tan?x>0,” (zx) 一 2tanzsec?z>0(xE (nt 守 )) 及 (等 )f( 强 )<0, 克 在 ( 笃 ,27) 


, 


内 所 给 方程 有 且 仅 有 一 实 根 5 , 切 点 应 选 在 (于 ,7 3)) 处 . 依次 求 得 6 的 第 i 个 近似 值 z; 为 ， 


Zi 一 4.4959; zz 一 4.4933. 
由 于 | F(4. 4933) | 一 0. 0012 ,mm 一 ， inf |f (x) | = tan’ 和 = 3, 因 此 ,如 果 取 4. 493 作为 根 乌 的 近似 
<< 之 


值 , 则 其 误差 为 


lz—& |<| 4 | 0.001, 
已 达到 所 需 的 精确 度 . 于 是 ,所 给 方程 的 一 最 小 正 近似 根 为 4. 493. 
(2) 再 求 第 二 个 最 小 正 根 . 
由 于 太 生 )<0,7(S)>>0, 故 在 (3 ,和 下 ) 内 方程 有 且 仅 有 一 实 根 名 . 又 因 在 此 区 间 内 / “(x) 之 0， 
广 (z)>0, 故 切 点 应 选 在 (天 .FS) ) 处 . 依次 求 得 名 的 第 站 个 近似 值 <， 为; 
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ZI 一 7.7325; zz 一 7.7258; zs 一 7.7254， 


由 于 | f(7.7254) | 一 0.0083,m 一 ，inf | 7 (z) | 一 tan TE>25, 因此 ,如 果 取 7. 725 作为 & 的 近 


似 值 , 则 其 误差 为 
| zs: 一 名 | 二 .7259) [< 001， 
已 达到 所 需 的 精确 度 . 于 是 ,所 给 方程 的 第 二 个 最 小 正 根 的 近似 值 为 7.725. 


(3) 最 后 求 第 三 个 最 小 正 根 . 


由 于 成 蕊 秋 ) 一 0, 关 223r)>0, 故 在 (也 秋 ,235) 内 方程 有 且 仅 有 一 实 根 名 .又 因 在 此 区 间 内 f(z)>>0， 


7"(z)>0, 故 切 点 应 选 在 (243x, (263x)) 处 . 依次 求 得 6 的 第 i 个 近似 值 z; 为 ， 


zl 一 10.9233; zz 一 10. 9086; Zz;=10.9041. 
由 于 | F(10. 9041) | 一 0. 014,mm 一 tan 二 一 102， 78. 因此 ,如 果 取 10. 904 作为 的 近似 值 , 则 其 误差 为 
| zs 一 名 |< | oo. 001， 


已 达到 所 需 的 精确 度 . 于 是 ,所 给 方程 的 第 三 个 最 小 正 根 的 近似 值 为 10. 904. 
【1627】 求 方程 cotz 一 二 一 子 的 二 正 根 (精确 到 10-?). 


解 由 y 一 cotz 与 ?一 过 一 专 的 图 像 知 交点 有 无 穷 个 ,我 们 只 求 其 最 小 二 正 根 6 及 所 


<hr Fh. 
(1) 先 求 &， 
设 F(z) 一 cotz 一 十 十 至, 则 在 所 考虑 的 区 间 内 


2cosz 
Sin3 工 


’ 1 1 机 2 
f (=eotzr s+ f(z)= <0. 


又 因 (2.0708) 王 0. 0062, F(2. 1708) 一 一 0.0593, 故 切 点 应 选 在 (2. 1708, F(2. 1708)) 处 .用 比例 法 与 牛顿 
法 联合 求 扣 .重复 应 用 , 即 得 
刀 一 2.0803， zi 一 2. 0923， 
故 2. 0803<<& 过 2. 0923. 
2 一 2.0815， zz? 一 2.0816， 
故 取 2.081 作为 & 的 近似 值 , 即 可 保证 所 需 的 精确 度 . 于 是 ,所 给 方程 的 一 正 根 的 近似 值 为 2. 081. 
(2) 再 求 名 . 
由 于 f(5. 9324) 二 0.0648，f(5. 9424) 一 一 0.0169 , 故 
5.9324<&<5.9424, 
切 点 取 (5. 9424,f(5. 9424)). 
用 比例 法 及 牛顿 法 各 一 次 , 即 得 
XxX1=5.9403,， zi 一 5.9404， 
因此 , 取 5.940 作为 名 的 近似 值 , 即 可 保证 所 需 的 精确 度 . 于 是 ,所 给 方程 的 又 一 正 根 的 近似 值 为 5. 940. 
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